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剖析“哥德巴赫猜想” 

 

   
王若仲  

贵州省务川县实验学校    

 

摘要：对于“哥德巴赫猜想”，我们现在探讨一种简明的证明方法，即要证明任一不小于 6

的 偶 数 均 存 在 有 “ 奇 素 数 + 奇 素 数 ” 的 情 形 ， 因 为 偶 数

2m=1+2m-1=2+2m-2=3+2m-3=…=2m-3+3=2m-2+2=2m-1+1=2m+0，m≥3；那么就可以通过埃

拉托斯特尼筛法，整理归纳奇合数的情形，建立筛选数学模型，如下示意（上面/下面）： 1      

p0     p1    4  p2    p3   … …  pt  … …     2m-2  2m-1   2m / 2m-1   2m-2   … … 

pt … … p3          p2     4     p1        p0    1      0。在其中筛出下列情形：(1)在上面筛

出所有偶数+图中的下面对应的偶数等于 2m 的情形；(2)在上面筛出所有的奇合数+图中的

下面对应的奇数=2m 的情形；(3)在下面筛出所有的奇合数+图中的上面对应的奇数=2m 的情

形；(4)再筛出 1+2m-1 和 2m-1+1 这两组。通过上述筛出程序后，若上图中至少还剩下一组，

那么这一组必定是“奇素数+奇素数=2m”的情形。对于筛选数学模型，在筛选数学模型上

按照埃拉托斯特尼筛法，不管偶数 2m 如何变化，利用奇合数的情形可以归纳出一定的筛出

规律，根据筛出规律，在数学归纳法中又再用数学归纳法的方法来间接证明“哥德巴赫猜想”。 

关键词：哥德巴赫猜想，数学归纳法 

 

   

 德国数学家哥德巴赫于 1742 年提出“哥德巴赫猜想”[1]，即任一不小于 6 的偶数均可

表为两个奇素数之和。“哥德巴赫猜想”历史上的研究方法，比较有名的大致有下面四种：

1.筛法，2.圆法，3.密率法，4.三角求和法。其中：筛法是求不超过自然数Ｎ的所有素数的一

种方法，Ｎ＞1，2m=a+b，a=p1p2p3…pi，b=q1q2q3…qj，筛法的基本出发点，即加权筛法；
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圆法是三角和即指数和估计方法；密率法即概率法是函数估值法。“哥德巴赫猜想”至今没

有彻底解决。 

一、判别奇合数和奇素数 

 定义 1.1：既是奇数又是合数的正整数称为奇合数。如：15，21，35，49 等等这样的一

些奇数统称为奇合数。 

定义 1.2：对于正实数 x，符号[x]记为不大于 x 的最大正整数[3]。例如[9.8]=9，[100]=100，

[100.99]=100 等等。 

 定理 1.1：对于任一不小于 9 的正整数 M，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt均为不大于 M

的全体奇素数，pi＜pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t。奇素数 pt+1为奇素数 pt后面的第一个奇

素数，M≦pt+1
2-1；那么集合{[ M ]，[ M ]+1，[ M ]+2，[ M ]+3，…，M}中任何一

个奇合数 a，奇合数 a 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，

t。 

 证明：用数学归纳法证明。 

I 当正整数 M=9 时，不大于 9 的全体奇素数只有 3，那么集合{3，4，5，6，7，8，

9}中的奇合数只有 9，而 9÷3=3。 

II 假定正整数 M=k，k＞9 时，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 k 的全体奇

素数，pi＜pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t。奇素数 pt+1 为奇素数 pt 后面的第一个奇素数，k

≦pt+1
2-1；对于集合{[ k ]，[ k ]+1，[ k ]+2，[ k ]+3，…，k}中任一奇合数 a，奇合数

a 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，t。 

III 当正整数 M=k+h 时，h∈N，h≥1。第一种情形：设奇素数 pt+1 为奇素数 pt后面的

第一个奇素数，当正整数 k+h 为集合{pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2-1}中的正整数时，

根据 II 的情形，那么集合{pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2-1}中的任一奇合数 b，奇合数

b 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，r。现在假定集

合{pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2-1}中的某一奇合数 c，奇合数 c 不能被集合{p1，p2，

p3，…，pt}中任一奇素数 pi 整除。因为任一奇合数至少可以分解为两个奇素数的乘积，在

假定的情形下，奇合数 c 只能分解为奇素数因子均不小于 pr+1 的乘积，而奇合数 pt+1
2 不在集

合{pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2-1}中，显然奇合数 c 不在集合{pt

2，pt
2+1，pt

2+2，pt
2+3，…，

pt+1
2-1}中，这样就产生了矛盾，故假定不能成立。所以集合{[ 1k ]，[ 1k ]+1，

[ 1k ]+2，[ 1k ]+3，…，pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2-1 }中任一奇合数 d，奇

合数 d 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，t。 
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第二种情形：设奇素数 pr+2 为奇素数 pr+1 后面的第一个奇素数，当正整数 k+h 为集合

{pt+1
2，pt+1

2+1，pt+1
2+2，pt+1

2+3，…，pt+2
2-1}中的正整数时，那么集合{pt+1

2，pt+1
2+1，pt+1

2+2，

pt+1
2+3，…，pt+2

2-1}中任一奇合数 a′，奇合数 a′均能被集合{p1，p2，p3，…，pt，pt+1}中

某一个奇素数 pj 整除，j=1，2，3，…，t，t+1。假定集合{pt+1
2，pt+1

2+1，pt+1
2+2，pt+1

2+3，…，

pt+2
2-1}中某一奇合数 c′，奇合数 c′不能被集合{p1，p2，p3，…，pt，pt+1}中任一奇素数

pj 整除。因为任一奇合数至少可以分解为两个奇素数的乘积，在假定的情形下，奇合数 c′

只能分解为奇素数因子均不小于 pt+2 的乘积，而奇合数 pt+2
2不在集合{pt+1

2，pt+1
2+1，pt+1

2+2，

pt+1
2+3，…，pt+2

2-1}中，显然奇合数 c′不在集合{pt+1
2，pt+1

2+1，pt+1
2+2，pt+1

2+3，…，pt+2
2-1}

中，这样就产生了矛盾，故假定不能成立。所以集合{[ 1k ]，[ 1k ]+1，[ 1k ]+2，

[ 1k ]+3，…，pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2-1，…，pt+2

2-1}中任一奇合数 d′，奇

合数 d′均能被集合{p1，p2，p3，…，pt，pt+1}中某一个奇素数 pj 整除，j=1，2，3，…，t，

t+1。 

故由此可知， k+h≦ pt+2
2-1；那么集合 {[ 1k ]， [ 1k ]+1， [ 1k ]+2，

[ 1k ]+3，…，pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，k+1}中任一奇合数 e′，奇合数 e′均能被

集合{p1，p2，p3，…，pt，pt+1}中某一个奇素数 pj 整除。 

所以由数学归纳法可知，对于任一不小于 9 的正整数 M，设奇素数 p1，p2，p3，…，

pt 均为不大于 M 的全体奇素数，pi＜pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t，奇素数 pt+1为奇素数

pt 后面的第一个奇素数，M≦pt+1
2-1；那么集合{[ M ]，[ M ]+1，[ M ]+2，[ M ]+3，…，

M}中任何一个奇合数 a，奇合数 a 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，

i=1，2，3，…，t。 

例 1：求证奇合数 91 必定能被 3 或 5 或 7 整除。 

解：因为 91＜100，所以 91＜ 100 ；3＜ 91，5＜ 91，7＜ 91 ，由定理 1.1

可知，奇合数 91 能被 3 或 5 或 7 整除。91÷3=30×3+1，91÷5=18×5+1，91÷7=13×7，

故奇合数 91 能被 7 整除。 

 定理 1.2：对于任一奇数 M，M≥9，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 M 的

全体奇素数，pi＜pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t，若奇数 M 均不能被集合{p1，p2，p3，…，

pt}中任一奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，t。则奇数 M 为奇素数。 

证明：由定理 1.1 可知定理 1.2 成立。 

例 2：判别奇数 391 是奇素数还是奇合数。 

解：因为 391＜ 400 ， 400 =20，可得集合{3，5，7，11，13，17，19}，由定理
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1.1 和定理 1.2 可知，奇数 391 能否被集合{3，5，7，11，13，17，19}中某个奇素数整除，

可以判别奇数 391 是奇素数还是奇合数；391÷3=130×3+1，391÷5=78×5+1，391÷7=55

×7+6，391÷11=35×11+6，391÷13=30×13+1，391÷17=23×17。故奇数 391 是奇合数。 

例 3：判别奇数 167 是奇素数还是奇合数。 

解：因为 167 ＜ 169 ， 169 =13，可得集合{3，5，7，11，13}，由定理 1.1 和定

理 1.2 可知，奇数 167 能否被集合{3，5，7，11}中某个奇素数整除，可以判别奇数 167 是

奇素数还是奇合数；167=55×3+2，167=33×5+2，167=23×7+6，167=15×11+2，故奇数 167

是奇素数。 

 二、证明“哥德巴赫猜想”的基本思路 

现在我们对于任一偶数 2m，m≥5，根据定理 1.1 和定理 1.2，设素数 p0，p1，p2，p3，…，

pt 均为不大于 m2 的全体素数，pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t，t∈N；则集合{[ m2 ]，

[ m2 ]+1，[ m2 ]+2，[ m2 ]+3，…，2m}中任一奇合数 a，奇合数 a 均能被集合{p1，p2，

p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，t 整除。 

对于偶数 2m，我们设置为双轴异向的情形。如下图： 

 1      p0     p1    4  p2    p3   … …  pt  … …     2m-2  2m-1   2m 

 

 

2m-1   2m-2  … … pt … … p3          p2     4     p1   p0    1      0    

图 1 

 

    按照“上轴中的整数+下轴中的整数=2m”来计算，那么偶数 2m 对应 2m(组)。 

    1 在上轴和下轴中筛除所有的偶数； 

    2 在上轴中筛除所有的奇合数，根据“上轴中的整数+下轴中的整数=2m”，那么下轴中

偶数 2m 分别减去所有的奇合数而得到的整数一并筛除； 

    3 在下轴中筛除所有的奇合数，根据“上轴中的整数+下轴中的整数=2m”，那么上轴中

偶数 2m 分别减去所有的奇合数而得到的整数一并筛除； 

    4 在上轴中筛除奇数 1 以及下轴中筛除奇数 2m-1，在下轴中筛除奇数 1 以及上轴中筛

除奇数 2m-1。 

    偶数 2m 对应 2m 组，通过上述程序筛除后，能判别偶数 2m 对应 2m 组中至少还剩下 1

组，显然这 1 组就是“奇质数+奇质数=2m”的情形；即偶数 2m 可表为两个奇质数之和。 
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三、 证明“哥德巴赫猜想”的基本步骤 

    1 顺筛以及顺轴和逆轴 

二千多年前的埃拉托斯特尼筛法[5]，我们称为顺筛。本筛法可以用来寻找一定范围内的

素数，比如说 m 这个数，m 这个数不是太大：操作的程序是先将第一个数 2 留下，将它的

倍数全部划掉；再将剩余数中最小的 3 留下，将它的倍数全部划掉；继续将剩余数中最小的

5 留下，将它的倍数全部划掉，┅，如此直到没有可划的数为止。 

定义 3.1：平面上一条带有箭头符号且方向向右的数轴称为顺轴。 

定义 3.2：平面上一条带有箭头符号且方向向左的数轴称为逆轴。 

2 构建筛选数学模型 

对于偶数 2m，m≥5，因为偶数 2m=1+2m-1=2+2m-2=3+2m-3=4+2m-4=5+2m-5=…

=2m-3+3=2m-2+2=2m-1+1=2m+0。这样我们把偶数 2m 看成是由一条顺轴与一条逆轴平行

且呈轴对称的一个平面图形， 这样就构建了一个筛选数学α模型；称为 2mα筛子，见图 1。 

    定义 3.3：如果正整数 a 和 b，a+b=2m，我们就认为 a 和 b 关于 2mα筛子互为对应关

系，称 a 和 b 为 2mα筛子的和对应。正整数 a 和 b 认定为 2mα筛子中的一组。                           

 3 数学模型筛选原则 

 数学模型筛选原则：对于 2mα筛子，在顺轴上筛除某些正整数，那么这些正整数在逆轴上

分别对应的和对应也一并筛除；在逆轴上筛除某些正整数，那么这些正整数在顺轴上分别对

应的和对应也一并筛除。 

 4 利用数学模型进行筛选注意事项 

 为了使得任一不大于偶数 2m 的奇素数 q，2m÷q 取整数的情形就是集合{q，2q，3q，…，

kq}中整数的总个数，kq 为不大于偶数 2m 的最大整数，为什么需要利用整数的情形来设置

2mα筛子，而不是利用奇数的情形来设置 2mα筛子呢？比如对于偶数 100，偶数 100 对应

100 组，那么在 0 至 100 之间 3 的全体正整数倍的个数有 33 个，而[100÷3]=33，这种情形

下取整就与真实情形相吻合；如果只从奇数的情形去设置 2mα筛子， 比如偶数 100，只从

奇数的情形去设置 2mα筛子，2mα筛子对应 50 组，那么在 0 至 100 之间 3 的全体奇数倍

的个数有 17 个，而[50÷3]=16，这种情形下取整就与真实情形不相吻合。 

  所以我们不能把 2mα筛子设置为下列形式，如下图： 

1         3       5     7  9  11 13 … 2m-5   2m-3     2m-1 

 

 

2m-1   2m-3    2m-5 … 13 11  9  7    5       3         1     

图 2 
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四、同余的性质以及集合间元素数量的性质 

同余性质 4.1：若 a≡b(modm)，则 ka≡kb(modm)，k 为正整数。 

证明：对于正整数 a 和 b，因为 a≡b(modm)，我们设 a=h·m+r，b=e·m+r，h 和 e 均

为正整数。那么 ka=k·h·m+k·r，kb=k·e·m+k·r，显然 k·r≡k·r(modm)，故 ka≡kb(modm)

成立，k 为正整数。 

同余性质 4.2：若 ai≡bi(modm)，i=1，2，3，…，n。则


n

i

ai
1

≡


n

i

bi
1

(modm)。 

证明：对于正整数 a1，a2，a3，…，an，b1，b2，b3，…，bn。因为 ai≡bi(modm)，我们

设 a1=h1·m+r1，a2=h2·m+r2，a3=h3·m+r3，…，an=hn·m+rn；b1=e1·m+r1，b2=e2·m+r2，

b3=e3·m+r3，…，bn=en·m+rn。那么 a1+a2+a3+…+an=(h1+h2+h3+…+hn)·m+r1+r2+r3+…+rn，

b1+b2+b3+…+bn=(e1+e2+e3+…+en)·m+r1+r2+r3+…+rn ；显然 r1+r2+r3+…+rn≡ (r1+r2+r3+…

+rn)(modm)，故


n

i

ai
1

≡


n

i

bi
1

(modm)成立。 

中国剩余定理(孙子—高斯定理)：如果正整数 m1，m2，m3，…，mt 两两互质，那么同

余方程组 x≡ai(modmi)(i=1,2,3,…，t)有无穷多解,且这些解关于模 M=m1·m2·m3·…·mt

同余，x≡(a1M1′M1+a2M2′M2+a3M3′M3+…+atMt′Mt)(mod M)，其中 Mi=M÷mi，而 Mi′

是满足 Mi′Mi≡1(modmi)的正整数。 

证明：因为正整数 m1，m2，m3，…，mt 两两互质，那么(mi、mj)=1(i≠j)，因为

M=m1·m2·m3·…·mt，Mi=M÷mi，所以(Mi、mi)=1(i=1,2,3,…，t)。 

因为 Mi÷mi的余数为集合{1，2，3，…，(mi-1)}中的元素之一，若 Mi÷mi的余数为 1，

则 xi≡1(modmi)；若 Mi÷mi的余数为 2，则 2xi≡1(modmi)；…。那么方程 Mixi≡1(modmi)

有正整数解，则 xi≡Mi′(modmi)。又因 M=Mimi， Mi′是满足 Mi′Mi≡1(modmi)的正整数，

根据同余性质 4.1，那么有 Mi′Mi ai≡ai(modmi)。对于不定方程 xi≡Mi′Mi ai≡ai(modmi)，

那么(m1·m2·m3·…·mtn+Mi′Mi ai)为不定方程 xi≡Mi′Mi ai≡ai(modmi)的正整数解，n

为正整数，那么则有 xi≡Mi′Mi ai(modm1·m2·m3·…·mt)。而 Mi′Mi ai 不可能化为

(m1·m2·m3·…·mtw+v)的形式，w 和 v 均为正整数，v＜m1·m2·m3·…·mt。又因为

同余方程组 x≡ai(modmi)(i=1,2,3,…，t)的公共解必然为 m1·m2·m3·…·mtu+b 的形式，

u 和 b 均为正整数，b＜m1·m2·m3·…·mt。根据同余性质 4.2，所以 a1M1′M1+a2M2′

M2+a3M3′M3+…+atMt′Mt≡(a1M1′M1+a2M2′M2+a3M3′M3+…+atMt′Mt)(mod M)是同余

式组 x≡ai(modmi)(i=1,2,3,…，t)的一个解。再说因为正整数 m1，m2，m3，…，mt 两两互

质，那么同余方程组 x≡ ai(modmi)(i=1,2,3,…， t)有无穷多解,且任一解均可化为

m1·m2·m3·…·mtu+b 的形式，其中 u 为非负整数，b 为正整数， 0＜b＜m1·m2·m3·…·mt，

而(m1·m2·m3·…·mtu+b)÷(m1·m2·m3·…·mt)的余数为 b，故同余方程组 x≡

ai(modmi)(i=1,2,3,…，t)的任一解关于模 M=m1·m2·m3·…·mt 同余。 
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若 x1，x2均适合同余式组 x≡ai(modmi)(i=1,2,3,…，t)，则 x1≡a(modm1m2m3·…·mt)，

x2≡a(modm1m2m3·…·mt)，又因(mi、mj)=1(i≠j)，所以 x1≡x2(modm1m2m3·…·mt)，即

x1≡x2(modM)，故同余式组 x≡ai(modmi)(i=1,2,3,…，t)的解唯一，即就是余数唯一。 

同余性质 4.3：若 a≡b(modm)，(k，m)=1，k 为正整数，则 ka≡kb(modkm)。 

证明：因为 a≡b(modm)，我们设 a=mu+r，b=mu′+r，r＜m，又因为(k，m)=1，k 为正

整数，则 ka=kmu+kr，kb=kmu′+kr，显然 kr≡kr(modkm)，而 kr＜km，故 ka≡kb(modkm)。 

同余性质 4.4：若 a≡b(modm)，b≡c(modm)，则 a≡c(modm)。 

证明：因为 a≡b(modm)，我们设 a=mu+r，b=mu′+r，r＜m，又因为 b≡c(modm)，又设

c=mu″+r，显然 r≡r(modm)，故 a≡c(modm)。 

 定理 4.1：对于任一比较大的偶数 2m，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2 的

全体奇素数(pi＜ pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t)，t∈N，且偶数 2m 均不含有奇素数因子

p1，p2，p3，…，pt；那么集合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，

m2p2}∩{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pt，2pt,3pt，4pt，5pt，…，mtpt}中正整

数的总个数与集合{2m-p1，2m-2p1, 2m-3p1，2m-4p1，2m-5p1，…，2m-m1p1}∩{2m-p2，

2m-2p2, 2m-3p2，2m-4p2，2m-5p2，…，2m-m2p2}∩{2m-p3，2m-2p3, 2m-3p3，2m-4p3，

2m-5p3，…，2m-m3p3}∩…∩{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}中

正整数的总个数相等。其中 m1p1 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，m2p2

为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，m3p3 为对应的集合情形下不大于偶数

2m 的最大正整数，…，mtpt 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。 

证明：对于集合{2m-p1，2m-2p1, 2m-3p1，2m-4p1，2m-5p1，…，2m-m1p1}，我们令

2m-m1p1=h1，根据题设偶数 2m 均不含有奇素数因子 p1，p2，p3，…，pt，则 h1≥1。因为

m1p1 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，显然 h1＜p1，如果 h1≥p1，那么

m1p1 就不可能为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。那么则有： 

2m-(m1-1)p1=2m-m1p1+p1=p1+h1，2m-(m1-2)p1=2m-m1p1+2p1=2p1+h1，…，

(2m-2p1)=2m-[ m1-(m1-2)]p1=(m1-2)p1+2m-m1p1=(m1-2)p1+h1，

(2m-p1)=2m-[ m1-(m1-1)]p1=(m1-1)p1+2m-m1p1=(m1-1)p1+h1； 

则集合{2m-p1，2m-2p1, 2m-3p1，2m-4p1，2m-5p1，…，2m-m1p1}={ h1，p1+h1，2p1+h1，…，

(m1-2)p1+h1，(m1-1)p1+h1}。 

又令 2m-m2p2=h2，h2≥1；2m-m3p3=h3，h3≥1；…；2m-mtpt=ht，ht≥1；同理可得：集

合： 

{2m-p2，2m-2p2,2m-3p2，2m-4p2，2m-5p2，…，2m-m2p2}={ h2，p2+h2，2p2+h2，…，

(m2-2)p2+h2 ， (m2-1)p2+h2} ；集合 {2m-p3 ， 2m-2p3,2m-3p3 ， 2m-4p3 ， 2m-5p3 ，…，

2m-m3p3}={ h3，p3+h3，2p3+h3，…，(m3-2)p3+h3，(m3-1)p3+h3}；…；集合{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，

2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}={ ht，pt+ht，2pt+ht，…，(mt-2)pt+ht，(mt-1)pt+ht}。 

因为前面令 2m-m1p1=h1；2m-m2p2=h2；2m-m3p3=h3；…；2m-mtpt=ht。根据前面得到
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的集合的情形，那么有 2m≡h1(modp1)，2m≡h2(modp2)，2m≡h3(modp3)，…，2m≡ht(modpt)；

所以集合{2m-p1，2m-2p1, 2m-3p1，2m-4p1，2m-5p1，…，2m-m1p1}对应同余方程 x1≡

h1(modp1)；集合{2m-p2，2m-2p2, 2m-3p2，2m-4p2，2m-5p2，…，2m-m2p2}对应同余方程

x2≡h2(modp2)；集合{2m-p3，2m-2p3,2m-3p3，2m-4p3，2m-5p3，…，2m-m3p3}对应同余

方程 x3≡h3(modp3)；…；集合{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}对

应同余方程 xt≡ht(modpt)。 

由中国剩余定理可知，同余方程组 x≡h i(modpi)有无穷多解，i=1,2,3,…，t,且这些解

关于模 M=p1p2p3…pt 同余。又从前面得到的集合的情形可知，偶数 2m 是同余方程 x≡

h1(modp1)的解，偶数 2m也是同余方程 x≡h2(modp2)的解，偶数 2m也是同余方程 x≡h3(modp3)

的解，…，偶数2m也是同余方程x≡ht(modpt)的解；那么偶数2m也是同余方程组x≡h i(modpi)

的一个解。那么同余方程组 x≡h i(modpi)的解总可以转化为同余方程 y≡k(modp1p2p3…pt)的

解, k 为小于 p1p2p3…pt的正整数，并且 k=2m-p1p2p3…ptu，而 p1p2p3…ptu 为小于偶数 2m 的

最 大 正整 数 ；那 么 2m-(u-1)p1p2p3 … pt=2m-p1p2p3 … ptu+p1p2p3 … pt=p1p2p3 … pt+k ，

2m-(u-2)p1p2p3 … pt=2m-p1p2p3 … ptu+2p1p2p3 … pt=2p1p2p3 … pt+k ， … ， (2m-2p1p2p3 …

pt)=2m-[u-(u-2)] p1p2p3…pt=(u-2)p1p2p3…pt+2m-p1p2p3…ptu=(u-2)p1p2p3…pt+k，(2m-p1p2p3…

pt)=2m-[u-(u-1)] p1p2p3…pt=(u-1)p1p2p3…pt +2m-p1p2p3…ptu=(u-1)p1p2p3…pt+k；那么对于

集合{2m-p1p2p3…pt，2m-2p1p2p3…pt,2m-3p1p2p3…pt，2m-4p1p2p3…pt，2m-5p1p2p3…pt，…，

2m-up1p2p3…pt}={ k，p1p2p3…pt+k，2p1p2p3…pt+ k，…，(u-2)p1p2p3…pt+k，(u-1)p1p2p3…

pt+k}而言 ，说明集合{ k，p1p2p3…pt+k，2p1p2p3…pt+ k，…，(u-2)p1p2p3…pt+k，(u-1)p1p2p3…

pt+k}中有 u 个元素。因为 p1p2p3…ptu 为小于偶数 2m 的最大正整数，说明集合{p1，2p1,3p1，

4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}∩{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，

m3p3}∩…∩{pt，2pt,3pt，4pt，5pt，…，mtpt}中也只有 u 个元素。 

又从前面可知，偶数 2m 是同余方程 y≡k(modp1p2p3…pt)的一个解,则偶数 2m=up1p2p3…

pt+k。所以 k 对应 p1p2p3…ptu，(p1p2p3…pt+k)对应 p1p2p3…pt(u-1)，(2p1p2p3…pt+k)对应 p1p2p3…

pt(u-2)，(3p1p2p3…pt+k)对应 p1p2p3…pt(u-3)，…，[(u-1)p1p2p3…pt+k]对应 p1p2p3…pt；故集

合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}∩{p3，2p3,3p3，

4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pt，2pt,3pt，4pt，5pt，…，mtpt}中正整数的总个数与集合{2m-p1，

2m-2p1, 2m-3p1，2m-4p1，2m-5p1，…，2m-m1p1}∩{2m-p2，2m-2p2, 2m-3p2，2m-4p2，

2m-5p2，…，2m-m2p2}∩{2m-p3，2m-2p3, 2m-3p3，2m-4p3，2m-5p3，…，2m-m3p3}∩…

∩{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}中正整数的总个数相等。故定

理 4.1 成立。 

定理 4.2：对于任一比较大的偶数 2m，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2 的

全体奇素数，pi＜ pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t，t∈N，且偶数 2m 均不含有奇素数因子

p1，p2，p3，…，pt；那么集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，4pj，5pj，…，
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mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，ms ps }中正

整数的总个数与集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，

2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，

2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps}中正整

数的总个数相等。其中 pi，pj，…，pr，ps为两两互不相同的奇素数，且均小于 m2 ；mipi

为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，mjpj 为对应的集合情形下不大于偶数 2m

的最大正整数，…，mrpr 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，msps为对应的

集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。 

证明：对于集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}，我们令

2m-mipi=hi，根据题设偶数 2m 均不含有奇素数因子 p1，p2，p3，…，pt，则 hi≥1。因为 mipi

为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，显然 hi＜pi，如果 hi≥pi，那么 mipi 就

不 可 能 为 对 应 的 集 合 情 形 下 不 大 于 偶 数 2m 的 最 大 正 整 数 。 那 么 则 有 ： 

2m-(mi-1)pi=2m-mipi+pi=pi+hi ， 2m-(mi-2)pi=2m-mip i+2pi=2pi+hi ， … ， 2m-2pi= 

2m-[mi-(mi-2)]p1=(mi-2)pi+2m-mipi=(mi-2)pi+hi，2m-pi=2m-[mi-(mi-1)]p1 =(mi-1)pi+2m-mipi 

=(mi-1)pi+hi； 

那么集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}={hi，(pi+hi)，(2pi+hi)，…，

(mi-2)pi+hi，(mi-1)pi+hi}； 

令 2m-mjpj=hj，hj≥1；…；2m-mrpr=hr，hr≥1；2m-msps=hs，hs≥1。同理可得：{ pj，

2pj,3pj，4pj，5pj，…，mjpj }={hj，pj+hj，2pj+hj，…，(mj-2)pj+hj，(mj-1)pj+hj}，…，{2m-pr，

2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}={hr，pr+hr，2pr+hr，…，(mr-2)pr+hr，(mr-1)pr+hr}，

{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps}={hs，ps+hs，2ps+hs，…，(ms-2)ps+hs，

(ms-1)ps+hs}。 

因为前面令 2m-mipi=hi，2m-mjpj=hj；…；2m-mrpr=hr；2m-msps=hs。那么有 2m≡hi(modpi)，

2m≡hj(modpj)，…，2m≡hr(modpr)，2m≡hs(modps)；所以集合{2m-pi，2m-2p,2m-3pi，2m-4pi，

2m-5pi，…，2m-mipi}对应同余方程 xi≡hi(modpi)；集合{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，

2m-5pj，…，2m-mjpj}对应同余方程 xj≡hj(modpj)；…；集合{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，

2m-5pr，…，2m-mrpr}对应同余方程 xr≡hr(modpr)；集合{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，

2m-5ps，…，2m-msps}对应同余方程 xs≡hs(modps)。 

由中国剩余定理可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs

≡hs(modps)有无穷多解,且这些解关于模 M=pipj…prps 同余，又因为偶数 2m 是同余方程 xi

≡hi(modpi)的解，偶数 2m 也是同余方程 xj≡hj(modpj)的解，…，偶数 2m 也是同余方程 xr

≡hr(modpr)的解，偶数 2m 也是同余方程 xs≡hs(modps)的解；那么偶数 2m 也是同余方程组

xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的一个解。那么同余方程组

xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的解总可以转化为同余方程

y≡k(modpipj…prps)的解, k 为小于 pipj…prps 的正整数，且 k=2m-pipj…prpsu，pipj…prpsu 为
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小于偶数 2m 的最大正整数。那么 2m-(u-1)pipj…prps=2m-pipj…prpsu+pipj…prps=pipj…prps+k，

2m-(u-2)pipj … prps=2m-pipj … prpsu+2pipj … prps=2pipj … prps+k ， … ， (2m-2pipj …

prps)=2m-[u-(u-2)] pipj…prps=(u-2)pipj…prps+2m-pipj…prpsu=(u-2)pipj…prps+k，(2m-pipj…

prps)=2m-[u-(u-1)] pipj…prps=(u-1)pipj…prps +2m-pipj…prpsu=(u-1)pipj…prps+k；那么集合

{2m-pipj…prps，2m-2pipj…prps,2m-3pipj…prps，2m-4pipj…prps，2m-5pipj…prps，…，2m-upipj…

prps}={ k，pipj…prps+k，2pipj…prps+ k，…，(u-2)pipj…prps+k，(u-1)pipj…prps+k} ，说明集

合{ k，pipj…prps+k，2pipj…prps+ k，…，(u-2)pipj…prps+k，(u-1)pipj…prps+k}中有 u 个元素。

因为 pipj…prps u 为小于偶数 2m 的最大正整数，说明集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }

∩{ pj，2pj,3pj，4pj，5pj，…，mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，

4ps，5ps，…，ms ps }中也只有 u 个元素。 

又从前面可知，偶数 2m 是同余方程 y≡k(modpipj…prps)的一个解,则偶数 2m=upipj…

prps+k。所以 k 对应 pipj…prpsu，(pipj…prps+k)对应 pipj…prps(u-1)，(2pipj…prps+k)对应 pipj…

prps(u-2)，(3pipj…prps+k)对应 pipj…prps(u-3)，…，[(u-1)pipj…prps+k]对应 pipj…prps。故集合

{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，4pj，5pj，…，mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，

4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，ms ps }中正整数的总个数与集合{2m-pi，

2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，

2m-mjpj}∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，

2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps}中正整数的总个数相等。故定理 4.2 成立。 

例 1：求证集合{3，6，9，12，15，18，21，24，27，30，33，36，39，42，45，48，

51，54，57，60，63，66，69，72，75，78，81，84，87，90，93，96，99}∩{7，14，21，

28，35，42，49，56，63，70，77，84，91，98}中正整数的总个数与{100-3，100-6，100-9，

100-12，100-15，100-18，100-21，100-24，100-27，100-30，100-33，100-36，100-39，

100-42，100-45，100-48，100-51，100-54，100-57，100-60，100-63，100-66，100-69，

100-72，100-75，100-78，100-81，100-84，100-87，100-90，100-93，100-96，100-99}

∩{100-7，100-14，100-21，100-28，100-35，100-42，100-49，100-56，100-63，100-70，

100-77，100-84，100-91，100-98}中正整数的总个数相等。 

证明：因为集合{3，6，9，12，15，18，21，24，27，30，33，36，39，42，45，48，

51，54，57，60，63，66，69，72，75，78，81，84，87，90，93，96，99}∩{7，14，21，

28，35，42，49，56，63，70，77，84，91，98}={21，42，63，84}。 

又因为集合{100-3，100-6，100-9，100-12，100-15，100-18，100-21，100-24，100-27，

100-30，100-33，100-36，100-39，100-42，100-45，100-48，100-51，100-54，100-57，

100-60，100-63，100-66，100-69，100-72，100-75，100-78，100-81，100-84，100-87，

100-90，100-93，100-96，100-99}∩{100-7，100-14，100-21，100-28，100-35，100-42，

100-49，100-56，100-63，100-70，100-77，100-84，100-91，100-98}={100-21，100-42，

100-63，100-84}。 
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所以集合{3，6，9，12，15，18，21，24，27，30，33，36，39，42，45，48，51，54，

57，60，63，66，69，72，75，78，81，84，87，90，93，96，99}∩{7，14，21，28，35，

42，49，56，63，70，77，84，91，98}中正整数的总个数与{100-3，100-6，100-9，100-12，

100-15，100-18，100-21，100-24，100-27，100-30，100-33，100-36，100-39，100-42，

100-45，100-48，100-51，100-54，100-57，100-60，100-63，100-66，100-69，100-72，

100-75，100-78，100-81，100-84，100-87，100-90，100-93，100-96，100-99}∩{100-7，

100-14，100-21，100-28，100-35，100-42，100-49，100-56，100-63，100-70，100-77，

100-84，100-91，100-98}中正整数的总个数均为 4 个。(证毕) 

定理 4.3：对于任何一个比较大的偶数 2m，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2

的全体奇素数(pi＜ pj ，i＜j，i、j=1，2，3，…，t)，t∈N，且偶数 2m 均不含有奇素数因子

p1，p2，p3，…，pt；那么集合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，

m2p2}∩{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pt，2pt,3pt，4pt，5pt，…，mtpt}中正整

数的总个数与集合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}

∩{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{2m-pr+1，

2m-2pr+1,2m-3pr+1，2m-4pr+1，2m-5pr+1，…，2m-mr+1pr+1}∩{2m-pr+2，2m-2pr+2,2m-3pr+2，

2m-4pr+2，2m-5pr+2，…，2m-mr+2pr+2}∩{2m-pr+3，2m-2pr+3,2m-3pr+3，2m-4pr+3，2m-5pr+3，…，

2m-mr+3pr+3}∩…∩{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}中正整数的总

个数相等。其中 m1p1 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，m2p2 为对应的集

合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，m3p3 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正

整数，…，mtpt 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。 

证明：对于集合{2m-pr+1，2m-2pr+1,2m-3pr+1，2m-4pr+1，2m-5pr+1，…，2m-mr+1pr+1}，

我们令 2m-mr+1pr+1=hr+1，根据题设偶数 2m 均不含有奇素数因子 p1，p2，p3，…，pt，则 hr+1

≥1。因为 mr+1pr+1 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，显然 hr+1＜pr+1，如果

hr+1≥pr+1，那么 mr+1pr+1 就不可能为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。那么则

有 2m-(mr+1-1)pr+1=2m-mr+1pr+1+pr+1=pr+1+hr+1，2m-(mr+1-2)pr+1=2m-m r+1p r+1+2pr+1=2pr+1+hr+1，…，

(2m-2pr+1)= 2m-[m r+1-(m r+1-2)]pr+1=(mr+1-2)pr+1+2m-m r+1pr+1=(m r+1-2)pr+1+hr+1 ，

(2m-pr+1)=2m-[mr+1-(mr+1-1)]pr+1 =(mr+1-1)pr+1+2m-mr+1pr+1 =(mr+1-1)pr+1+hr+1 ； 那 么 集 合

{2m-pr+1，2m-2pr+1,2m-3pr+1，2m-4pr+1，2m-5pr+1，…，2m-mr+1pr+1}={pr+1-kr+1，2pr+1-kr+1，

3pr+1-kr+1，…，(mr+1-1)pr+1-kr+1，mr+1pr+1-kr+1}={ hr+1，pr+1+hr+1，2pr+1+hr+1，…，(mr+1-2)pr+1+hr+1，

(mr+1-1)pr+1+hr+1}。 

我们令 2m-mr+2p r+2=hr+2，hr+2≥1；2m-mr+3pr+3=hr+3，hr+3≥1；…；2m-mtpt=ht，ht≥1。

同理可得：集合{2m-pr+2，2m-2pr+2,2m-3pr+2，2m-4pr+2，2m-5pr+2，…，2m-mr+2pr+2}={ hr+2，

pr+2+hr+2，2pr+2+hr+2，…，(mr+2-2)pr+2+hr+2，(mr+2-1)pr+2+hr+2}；集合{2m-pr+3，2m-2pr+3,2m-3pr+3，

2m-4pr+3，2m-5pr+3，…，2m-mr+3pr+3}={ hr+3，pr+3+hr+3，2pr+3+hr+3，…，(mr+3-2)pr+3+hr+3，

(mr+3-1)pr+3+hr+3}；…；集合{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}={ ht，
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pt+ht，2pt+ht，…，(mt-2)pt+ht，(mt-1)pt+ht}。 

因为前面令 2m-mr+1pr+1=hr+1，2m-mr+2p r+2=hr+2；2m-mr+3pr+3=hr+3；…；2m-mtpt=ht。那么

有 2m≡hr+1(modpr+1)，2m≡hr+2(modpr+2)，2m≡hr+3(modpr+3)，…，2m≡ht(modpt)；所以集合

{2m-pr+1，2m-2pr+1,2m-3pr+1，2m-4pr+1，2m-5pr+1，…，2m-mr+1pr+1}对应同余方程 xr+1≡

hr+1(modpr+1)；集合{2m-pr+2，2m-2pr+2,2m-3pr+2，2m-4pr+2，2m-5pr+2，…，2m-mr+2pr+2}对应

同余方程 xr+2≡hr+2(modpr+2)；集合{2m-pr+3，2m-2pr+3,2m-3pr+3，2m-4pr+3，2m-5pr+3，…，

2m-mr+3pr+3}对应同余方程 xr+3≡hr+3(modpr+3)；…；集合{2m-pt，2m-2p,2m-3pt，2m-4pt，

2m-5pt，…，2m-mtpt}对应同余方程 xt≡ht(modpt)。 

由中国剩余定理可知，同余方程组 x≡h i(modpi)有无穷多解，i= r+1, r+2, r+3,…，t,

且这些解关于模 M=pr+1pr+2p r+3…pt同余，因为(p1p2p3…pr，pr+1pr+2p r+3…pt)=1，由同余性质 4.3

可知，同余方程组 x≡hi(modpi)(i= r+1, r+2, r+3,…，t)的任一解与 p1p2p3…pr的乘积关于模

M´=p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt 同余，又因为偶数 2m 是同余方程 x≡hr+1(modpr+1)的解，偶数

2m 也是同余方程 x≡h r+2(modp r+2)的解，偶数 2m 也是同余方程 x≡h r+3(modp r+3)的解，…，

偶数 2m 也是同余方程 x≡ht(modpt)的解；那么偶数 2m 也是同余方程组 x≡h i(modpi)的一个

解，i= r+1, r+2, r+3,…，t；在偶数 2m 范围内，设同余方程组 x≡h i(modpi)(i= r+1, r+2, r+3,…，

t)的所有解组成的集合为{ h´，pr+1pr+2p r+3…pt+h´，2pr+1pr+2p r+3…pt+h´，3pr+1pr+2p r+3…pt+h´，…，

(v-2)pr+1pr+2p r+3…pt，+h´，(v -1)pr+1pr+2p r+3…pt+h´}，其中 vpr+1pr+2p r+3…pt 为不大于偶数 2m

的最大正整数。显然集合{ h´，pr+1pr+2p r+3…pt+h´，2pr+1pr+2p r+3…pt+h´，3pr+1pr+2p r+3…pt+h´，…，

(v-2)pr+1pr+2p r+3…pt，+h´，(v -1)pr+1pr+2p r+3…pt+h´} 对应同余方程 w≡h´(modpr+1pr+2p r+3…pt)。

那么偶数 2m 也是同余方程 w≡h´(modpr+1pr+2p r+3…pt)的一个解。 

由同余性质 4.3 可知，同余方程组 x≡hi(modpi)的任一解与 p1p2p3…pr 的乘积关于模 M´

=p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt 同余，即同余方程 p1p2p3…prw≡p1p2p3…prh´(modpr+1pr+2p r+3…pt)。

因为偶数 2m 是同余方程组 x≡h i(modpi)的一个解，总可以把同余方程 p1p2p3…prw≡p1p2p3…

prh´(modpr+1pr+2p r+3…pt)变换成同余方程 y≡e(modp1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt)的形式，并且使得

偶数 2m 也是同余方程 y≡e(modp1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt)的一个解。那么集合{p1，2p1,3p1，

4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}∩{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，

m3p3}∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{2m-pr+1，2m-2pr+1,2m-3pr+1，2m-4pr+1，

2m-5pr+1，…，2m-mr+1pr+1}∩{2m-pr+2，2m-2pr+2,2m-3pr+2，2m-4pr+2，2m-5pr+2，…，2m-mr+2pr+2}

∩{2m-pr+3，2m-2pr+3,2m-3pr+3，2m-4pr+3，2m-5pr+3，…，2m-mr+3pr+3}∩…∩{2m-pt，

2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}中的任一正整数对应同余方程 y≡

e(modp1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt)的一个解。对于同余方程 y≡e(modp1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt)，

e 为小于 p1p2p3…pt 的正整数。又因为在偶数 2m 范围内，同余方程 y≡e(modp1p2p3…prpr+1pr+2p 

r+3…pt)的所有解对应的集合为{e，p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt+e，2p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt+e，

3p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt+ e，…，(u-2)p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…pt+e，(u-1)p1p2p3…prpr+1pr+2pr+3…

pt+e}，其中 p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…ptu 为小于偶数 2m 的最大正整数。因为 p1p2p3…prpr+1pr+2p 
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r+3…ptu 为小于偶数 2m 的最大正整数，说明集合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，

2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}∩{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pt，2pt,3pt，4pt，

5pt，…，mtpt}中正整数的总个数也只有 u 个元素。 

那么集合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}∩

{p3，2p3,3p3，4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pt，2pt,3pt，4pt，5pt，…，mtpt}中正整数的总

个数与集合{p1，2p1,3p1，4p1，5p1，…，m1p1}∩{p2，2p2,3p2，4p2，5p2，…，m2p2}∩{p3，

2p3,3p3，4p3，5p3，…，m3p3}∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{2m-pr+1，

2m-2pr+1,2m-3pr+1，2m-4pr+1，2m-5pr+1，…，2m-mr+1pr+1}∩{2m-pr+2，2m-2pr+2,2m-3pr+2，

2m-4pr+2，2m-5pr+2，…，2m-mr+2pr+2}∩{2m-pr+3，2m-2pr+3,2m-3pr+3，2m-4pr+3，2m-5pr+3，…，

2m-mr+3pr+3}∩…∩{2m-pt，2m-2pt,2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，…，2m-mtpt}中正整数的总

个数相等。故定理 4.3 成立。 

定理 4.4：对于任何一个比较大的偶数 2m，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2

的全体奇素数(pi´＜pj´ ，i´＜j´，i´、j´=1，2，3，…，t)，t∈N，且偶数 2m 均不含有奇素数

因子 p1，p2，p3，…，pt；那么集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，4pj，

5pj，…，mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，ms ps }

∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，

4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总个数与集合{2m-pi，

2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，

2m-mjpj}∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，

2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩

{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，

4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总个数相等。其中其中 pi，pj，…，pr，ps，pe，pu，…，

pv，pw 为两两互不相同的奇素数，且均小于 m2 ； mipi 为对应的集合情形下不大于偶数

2m 的最大正整数，mjpj 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，…，mrpr 为对应

的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，msps为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最

大正整数，mepe 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，mupu为对应的集合情形

下不大于偶数 2m 的最大正整数，…，mvpv为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整

数，mwpw 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。 

证明：对于集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}，我们令

2m-mipi=hi，因为 mipi 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，显然 hi＜pi，如

果 hi≥pi，那么 mipi 就不可能为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数。则

2m-(mi-1)pi=2m-mipi+pi=pi+hi ， 2m-(mi-2)pi=2m-mip i+2pi=2pi+hi ， … ， (2m-2pi)= 

2m-[mi-(mi-2)]pi=(mi-2)pi+2m-mipi=(mi-2)pi+hi ， (2m-pi)=2m-[mi-(mi-1)]p1 

=(mi-1)pi+2m-mipi =(mi-1)pi+hi；那么集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，
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2m-mipi}={hi，pi+hi，2pi+hi，…，(mi-2)pi+hi，(mi-1)pi+hi}；我们令 2m-mjpj=hj；…；2m-mrpr=hr；

2m-msps=hs。同理可得：{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}={hj，pj+hj，

2pj+hj，…，(mj-2)pj+hj，(mj-1)pj+hj}，…，{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，

2m-mrpr}={hr，pr+hr，2pr+hr，…，(mr-2)pr+hr，(mr-1)pr+hr}，{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，

2m-5ps，…，2m-msps}={hs，ps+hs，2ps+hs，…，(ms-2)ps+hs，(ms-1)ps+hs}。 

因为前面令 2m-mipi=hi，hi≥1；2m-mjpj=hj，hj≥1；…；2m-mrpr=hr，hr≥1；2m-msps=hs，

hs≥1。那么有 2m≡hi(modpi)，2m≡hj(modpj)，…，2m≡hr(modpr)，2m≡hs(modps)；所以

集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}对应同余方程 xi≡hi(modpi)；

集合{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}对应同余方程 xj≡hj(modpj)；…；

集合{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}对应同余方程 xr≡hr(modpr)；

集合{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps}对应同余方程 xs≡hs(modps)。 

由中国剩余定理可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs

≡hs(modps)有无穷多解,且这些解关于模 M=pipj…prps 同余，因为(pepu…pvpw，pipj…prps)=1，

由同余性质 4.3可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)

的任一解与 pepu…pvpw 的乘积关于模 M´=pipj…prpspepu…pvpw 同余，又因为偶数 2m 是同余

方程 xi≡hi(modpi)的解，偶数 2m 也是同余方程 xj≡hj(modpj)的解，…，偶数 2m 也是同余方

程 xr≡hr(modpr)的解，偶数 2m 也是同余方程 xs≡hs(modps)的解；那么偶数 2m 也是同余方

程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的一个解。在偶数 2m

范围内，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的所有

解对应集合{ h´，pipj…prps+h´，2pipj…prps+h´，3 pipj…prps+h´，…，(v´-2)pipj…prps+h´，

(v´ -1)pipj…prps+h´}，其中 v´pipj…prps…pt 为不大于偶数 2m 的最大正整数。显然集合{ h´，

pipj…prps +h´，2 pipj…prps +h´，3 pipj…prps +h´，…，(v´-2)pipj…prps+h´，(v´ -1)pipj…

prps+h´} 对应同余方程 w≡h´(mod pipj…prps)。那么偶数 2m 也是同余方程 w≡h´(modpipj…

prps)的一个解。 

由同余性质 4.3 可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs

≡hs(modps)的任一解与 pepu…pvpw 的乘积关于模 M´=pipj…prpspepu…pvpw 同余。因为偶数 2m

是同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的一个解，总

可以把同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的任一解

与 pepu…pvpw 的乘积关于模 M´=pipj…prpspepu…pvpw 同余的情形变换成同余方程 y≡

e(modpipj…prpspepu…pvpw)的形式，并且使得偶数 2m 也是同余方程 y≡e(modpipj…prpspepu…

pvpw)的一个解。那么集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，

2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，

2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps }∩{pe，

2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，

4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中的任一正整数对应同余方程
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y≡e(modpipj…prpspepu…pvpw)的一个解。对于同余方程 y≡e(modpipj…prpspepu…pvpw)，e 为

小于 pipj…prpspepu…pvpw 的正整数。又因为在偶数 2m 范围内，同余方程 y≡e(modpipj…

prpspepu…pvpw)的所有解对应的集合为{ e，pipj…prpspepu…pvpw+e，2pipj…prpspepu…pvpw+e，

3pipj…prpspepu…pvpw+ e，…，(u´-2)pipj…prpspepu…pvpw+e，(u´-1)pipj…prpspepu…pvpw+e}，

其中 pipj…prpspepu…pvpwu´为小于偶数 2m 的最大正整数。因为 p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…ptu´为

小于偶数 2m 的最大正整数，说明集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，

4pj，5pj，…，mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，

ms ps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩

{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总

个数也只有 u´个元素。 

所以集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，4pj，5pj，…，mjpj }∩…

∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，ms ps }∩{pe，2pe,3pe，

4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，

mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总个数与集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，

2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}

∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，

2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，

5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，

mwpw}中正整数的总个数相等。故定理 4.4 成立。 

定理 4.5：对于任何一个比较大的偶数 2m，设奇素数 p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2

的全体奇素数(pi´＜pj´ ，i´＜j´，i´、j´=1，2，3，…，t)，t∈N，且偶数 2m 均不含有奇素数

因子 pi，pj，…，pr，ps，偶数 2m 均含有奇素数因子 pe，pu，…，pv，pw；那么集合{ pi，

2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，4pj，5pj，…，mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，

5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，ms ps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}

∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，

4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总个数与集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，

2m-mipi}∩ {2m-pj， 2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}∩…∩ {2m-pr，

2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，

2m-5ps，…，2m-msps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，

mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中

正整数的总个数相等。其中 pi，pj，…，pr，ps，pe，pu，…，pv，pw 为两两互不相同的奇素

数，且均小于 m2 ；mipi为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，mjpj 为对应的

集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，…，mrpr 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的

最大正整数，msps 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，mepe为对应的集合情
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形下不大于偶数 2m 的最大正整数，mupu 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整

数，…，mvpv 为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，mwpw 为对应的集合情形

下不大于偶数 2m 的最大正整数。 

证明：对于集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi，我们令 2m-mipi=hi，

因为 mipi为对应的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，显然 hi＜pi，因为 mipi为对应

的集合情形下不大于偶数 2m 的最大正整数，显然 hi＜pi，如果 hi≥pi，那么 mipi 就不可能

为 对 应 的 集 合 情 形 下 不 大 于 偶 数 2m 的 最 大 正 整 数 。 那 么 则 有 ：

2m-(mi-1)pi=2m-mipi+pi=pi+hi ， 2m-(mi-2)pi=2m-mip i+2pi=2pi+hi ， … ， (2m-2pi)= 

2m-[mi-(mi-2)]pi=(mi-2)pi+2m-mipi=(mi-2)pi+hi ， (2m-pi)=2m-[mi-(mi-1)]p1 

=(mi-1)pi+2m-mipi =(mi-1)pi+hi；那么集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，

2m-mipi={hi，pi+hi，2pi+hi，…，(mi-2)pi+hi，(mi-1)pi+hi}；那么集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，

2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi={hi，pi+hi，2pi+hi，…，(mi-2)pi+hi，(mi-1)pi+hi}；我们令

2m-mjpj=hj；…；2m-mrpr=hr；2m-msps=hs。同理可得：{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，

2m-5pj，…，2m-mjpj}={hj，pj+hj，2pj+hj，…，(mj-2)pj+hj，(mj-1)pj+hj]，…，{2m-pr，

2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}={hr，pr+hr，2pr+hr，…，(mr-2)pr+hr，(mr-1)pr+hr}，

{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps}={hs，ps+hs，2ps+hs，…，(ms-2)ps+hs，

(ms-1)ps+hs}。 

因为前面令 2m-mipi=hi，hi≥1；2m-mjpj=hj，hj≥1；…；2m-mrpr=hr，hr≥1；2m-msps=hs，

hs≥1。那么有 2m≡hi(modpi)，2m≡hj(modpj)，…，2m≡hr(modpr)，2m≡hs(modps)；所以

集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}对应同余方程 xi≡hi(modpi)；

集合{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}对应同余方程 xj≡hj(modpj)；…；

集合{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}对应同余方程 xr≡hr(modpr)；

集合{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps}对应同余方程 xs≡hs(modps)。 

由中国剩余定理可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs

≡hs(modps)有无穷多解,且这些解关于模 M=pipj…prps 同余，因为(pepu…pvpw，pipj…prps)=1，

由同余性质 4.3可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)

的任一解与 pepu…pvpw 的乘积关于模 M´=pipj…prpspepu…pvpw 同余，又因为偶数 2m 是同余

方程 xi≡hi(modpi)的解，偶数 2m 也是同余方程 xj≡hj(modpj)的解，…，偶数 2m 也是同余方

程 xr≡hr(modpr)的解，偶数 2m 也是同余方程 xs≡hs(modps)的解；那么偶数 2m 也是同余方

程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的一个解。在偶数 2m

范围内，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的所有

解对应集合{ h´，pipj…prps+h´，2pipj…prps+h´，3 pipj…prps+h´，…，(v´-2)pipj…prps+h´，

(v´ -1)pipj…prps+h´}，其中 v´pipj…prps…pt 为不大于偶数 2m 的最大正整数。显然集合{ h´，

pipj…prps +h´，2 pipj…prps +h´，3 pipj…prps +h´，…，(v´-2)pipj…prps+h´，(v´ -1)pipj…

prps+h´} 对应同余方程 w≡h´(mod pipj…prps)。那么偶数 2m 也是同余方程 w≡h´(modpipj…
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prps)的一个解。 

由同余性质 4.3 可知，同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs

≡hs(modps)的任一解与 pepu…pvpw 的乘积关于模 M´=pipj…prpspepu…pvpw 同余。因为偶数 2m

是同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的一个解，总

可以把同余方程组 xi≡hi(modpi)，xj≡hj(modpj)，…，xr≡hr(modpr)，xs≡hs(modps)的任一解

与 pepu…pvpw 的乘积关于模 M´=pipj…prpspepu…pvpw 同余的情形变换成同余方程 y≡

e(modpipj…prpspepu…pvpw)的形式，并且使得偶数 2m 也是同余方程 y≡e(modpipj…prpspepu…

pvpw)的一个解。那么集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，

2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，

2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps }∩{pe，

2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，

4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中的任一正整数对应同余方程

y≡e(modpipj…prpspepu…pvpw)的一个解。对于同余方程 y≡e(modpipj…prpspepu…pvpw)，e 为

小于 pipj…prpspepu…pvpw 的正整数。又因为在偶数 2m 范围内，同余方程 y≡e(modpipj…

prpspepu…pvpw)的所有解对应的集合为{ e，pipj…prpspepu…pvpw+e，2pipj…prpspepu…pvpw+e，

3pipj…prpspepu…pvpw+ e，…，(u´-2)pipj…prpspepu…pvpw+e，(u´-1)pipj…prpspepu…pvpw+e}，

其中 pipj…prpspepu…pvpwu´为小于偶数 2m 的最大正整数。因为 p1p2p3…prpr+1pr+2p r+3…ptu´为

小于偶数 2m 的最大正整数，说明集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，

4pj，5pj，…，mjpj }∩…∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，

ms ps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩

{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总

个数也只有 u´个元素。 

所以集合{ pi，2pi,3pi，4pi，5pi，…，mipi }∩{ pj，2pj,3pj，4pj，5pj，…，mjpj }∩…

∩{pr，2pr,3pr，4pr，5pr，…，mrpr}∩{ps，2ps,3ps，4ps，5ps，…，ms ps }∩{pe，2pe,3pe，

4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，

mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，mwpw}中正整数的总个数与集合{2m-pi，2m-2pi,2m-3pi，

2m-4pi，2m-5pi，…，2m-mipi}∩{2m-pj，2m-2pj,2m-3pj，2m-4pj，2m-5pj，…，2m-mjpj}

∩…∩{2m-pr，2m-2pr,2m-3pr，2m-4pr，2m-5pr，…，2m-mrpr}∩{2m-ps，2m-2ps,2m-3ps，

2m-4ps，2m-5ps，…，2m-msps }∩{pe，2pe,3pe，4pe，5pe，…，mepe}∩{pu，2pu,3pu，4pu，

5pu，…，mupu}∩…∩{pv，2pv,3pv，4pv，5pv，…，mvpv}∩{pw，2pw,3pw，4pw，5pw，…，

mwpw}中正整数的总个数相等。这样的结果与偶数 2m 是否含有奇素数因子 pe，pu，…，pv，

pw 无关。故定理 4.5 成立。 

五、证明“哥德巴赫猜想”：即任何一个不小于 6 的偶数均可表为两个奇素数之和 

 对于偶数 2m，m≥5，根据定理 1.1 和定理 1.2，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt均为不
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大于 m2 的全体素数，pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t，t∈N；则集合{[ m2 ]，

[ m2 ]+1，[ m2 ]+2，[ m2 ]+3，…，2m}中任一奇合数 a，奇合数 a 均能被集合{p1，p2，

p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，t。 

对于偶数 2m，我们设置为双轴异向的数学模型(如下图 a): 

 1      p0     p1    4  p2    p3   … …  pt  … …  2m-2 2m-1   2m 

 

 

2m-1   2m-2  … … pt … … p3          p2     4     p1   p0    1      0    

图 a 

I 对于双轴异向的数学模型，即 2mα筛子，如果单是从上轴来分析，则按照下列情形

进行筛除： 

设集合 A={1，2，3，4，5，…，2m-1，2m}，又设集合 A0={ 2，4，6，8，10，12，         

…，2m}，又设集合 A1={ p1，2p1，3p1，4p1，5p1，…，m1p1}，集合 A1′={2m-p1，2m-2p1，

2m-3p1，2m-4p1，2m-5p1，…，2m-m1p1}，集合 A2={p2，2p2，3p2，4p2，5p2，…，m2p2}，

集合 A2′={2m-p2，2m-2p2，2m-3p2，2m-4p2，2m-5p2，2m-6p2，…，2m-m2p2}，集合

A3={p3，2p3，3p3，4p3，5p3，…，m3p3}，集合 A3′={2m-p3，2m-2p3，2m-3p3，2m-4p3，

2m-5p3，2m-6p3，…，2m-m3p3}，…，集合 At={pt，2pt，3pt，4pt，5pt，…，2mtpt}，集合

At′={2m-pt，2m-2pt，2m-3pt，2m-4pt，2m-5pt，2m-6pt，…，2m-mtpt}；其中正整数 m1p1

为该表达形式下不大于偶数 2m 的最大正整数，正整数 m2p2 为该表达形式下不大于偶数 2m

的最大正整数，…，正整数 mt-1pt-1 为该表达形式下不大于偶数 2m 的最大正整数，正整数

mtpt 为该表达形式下不大于偶数 2m 的最大正整数。 

对于集合 A 中的全体偶数以及全体奇合数，首先进行顺筛： 

〈0〉在集合 A 中筛出属于集合 A0 中的偶数，得到集合 B0； 

〈1〉在集合 B0 中筛出属于集合 A1 中的正整数，得到集合 B1； 

〈2〉在集合 B1 中筛出属于集合 A2 中的正整数，得到集合 B2； 

〈3〉在集合 B2 中筛出属于集合 A3 中的正整数，得到集合 B3； 

┇ 

〈t-1〉在集合 Bt-2 中筛出属于集合 At-1中的正整数，得到集合 Bt-1； 

〈t〉在集合 Bt-1中筛出属于集合 At 中的正整数，得到集合 Bt。 

其次进行逆筛： 

〈1〉在集合 Bt 中筛出属于集合 A1′中的正整数，得到集合 E1； 

〈2〉在集合 E1 中筛出属于集合 A2′中的正整数，得到集合 E2； 

〈3〉在集合 E2 中筛出属于集合 A3′中的正整数，得到集合 E3； 

┇ 
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〈t-1〉在集合 Et-2中筛出属于集合 At-1′中的正整数，得到集合 Et-1； 

〈t〉在集合 Et-1 中筛出属于集合 At′中的正整数，得到集合 Et。 

最后在集合 Et中筛出奇数 1 和 2m-1 得到集合 H，经过上述顺筛和逆筛，我们可以得出

这样的结论：集合 A 中满足下列情形的正整数被全部筛出了。 

满足“偶数+偶数=2m”情形中的全体正整数； 

满足“奇合数+奇合数=2m”情形中的全体奇合数； 

满足“奇合数+奇素数=2m”情形中的全体奇合数； 

满足“奇合数+奇素数=2m”情形中的全体奇素数； 

满足“1+奇素数=2m”情形中的奇素数或者满足“1+奇合数=2m”情形中的奇合数。 

所以满足上面情形的全体正整数全都被筛出后。如果集合 H 中还有正整数，那么集合 H

中的正整数必定为奇素数，并且集合 H 中的奇素数就只能是满足“奇素数+奇素数=2m”的

情形，也就是偶数 2m 可表为两个奇素数之和。 

II 从双轴异向的数学模型，即 2mα筛子来分析，则按照下列情形进行筛除： 

按照数学模型筛选原则，根据同余以及集合间元素数量的相关性质，即由定理 4.1，定

理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知。 

对于 2mα筛子，见前面图 a。从图 a 中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 2m=上轴中

的整数+下轴中的整数”有 2m 组。 

㈠ 在图 a 中删除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2m”的组数，则剩下：2m-2m÷

p0=2m(1-1÷p0)(组)。 

    ㈡ 在上轴中删除 p1 的所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而

得到的整数。则剩下：2m-2m÷p0-[2m÷p1]+[2m÷(p0p1)](组)。 

    为什么要加上[2m÷(p0p1)]呢？因为偶数 2m 在减 2m÷p0 以及上轴中减[2m÷p1]中，2m

÷p0 与[2m÷p1」中均包含有公共部分[2m÷(p0p1)」，如果只是 2m-2m÷p0-[2m÷p1]，那么

公共部分[2m÷(p0p1)]就减重复了，所以要加上[2m÷(p0p1)]。 

又因为偶数 

2m=p1+(2m-p1)=2p1+(2m-2p1)=3p1+(2m-3p1)=4p1+(2m-4p1)=5p1+(2m-5p1)=6p1+(2m-6p1)

=…=(m1-1)p1+[2m-(m1-1)p1]=m1p1+(2m-m1p1)。 

    ① 当偶数 2m 中含有奇素数因子 p1时，就只考虑在上轴中删除 p1 的所有数倍的个数就

行了，即剩下：2m-2m÷p0-[2m÷p1」+[2m÷(p0p1)](组)。 

② 当偶数 2m 中不含有奇素数因子 p1 时，还要进一步删除。因为第一种情形的(2m-p1)

就是第二种情形下轴中的 p1，第一种情形的(2m-2p1)就是第二种情形下轴中的 2p1，第一种

情形的(2m-3p1)就是第二种情形下轴中的 3p1，…，第一种情形的(2m-m1p1)就是第二种情形

下轴中的 m1p1。 

在上轴中删除 p1 的所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得

到的整数；那么在下轴中还要删除 p1 的所有倍数，同时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p1 的
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所有倍数而得到的整数；则剩下：2m-2m÷p0-[2m÷p1]-[2m÷p1]+[2m÷ (p0p1)]+[2m÷

(p0p1)]=2m-2m÷p0-2[2m÷p1]+2[2m÷(p0p1)](组)。 

为什么还要加上[2m÷(p0p1)」呢？因为偶数 2m 在减 2m÷p0 以及下轴中减[2m÷p1]中，

2m÷p0 与[2m÷p1]中均包含有公共部分[2m÷(p0p1)]，如果只是 2m-2m÷p0-2[2m÷p1]+[2m

÷(p0p1)]，那么公共部分[2m÷(p0p1)]就减重复了，所以还要加上[2m÷(p0p1)]。 

㈢ 在上轴中删除 p2 的所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数

而得到的整数；如果偶数 2m 中不含有因子 p2 ，那么在下轴中还要删除 p2 的所有倍数，同

时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数。 

①当偶数 2m 中既含有奇素数因子 p1 又含有奇素数因子 p2 时，在上轴中删除 p1 的所有

倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数；在上轴中删除 p2 的

所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数。则剩下：2m-2m

÷p0-[2m÷p1]+[2m÷(p0p1)]-[2m÷p2]+[2m÷(p0p2)]+[2m÷(p1p2)]-[2m÷(p0p1p2)](组)。 

②当偶数 2m 中含有奇素数因子 p1而不含有奇素数因子 p2 时，在上轴中删除 p1 的所有

倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数；在上轴中删除 p2 的

所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数；在下轴中删

除 p2 的所有倍数，同时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数。则剩

下：2m-2m÷p0-[2m÷p1]+[2m÷ (p0p1)]-2[2m÷p2]+2[2m÷ (p0p2)]+2[2m÷ (p1p2)]-2[2m÷

(p0p1p2)](组)。 

③当偶数 2m 中不含有奇素数因子 p1 而含有奇素数因子 p2 时，在上轴中删除 p1 的所有

倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数；在下轴中删除 p1 的

所有倍数，同时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数；在上轴中删

除 p2 的所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数。则剩

下：2m-2m÷p0-2[2m÷p1]+2[2m÷ (p0p1)]-[2m÷p2]+[2m÷ (p0p2)]+2[2m÷ (p1p2)]-2[2m÷

(p0p1p2)](组)。 

④当偶数 2m 中既不含有奇素数因子 p1又不含有奇素数因子 p2 时，在上轴中删除 p1 的

所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数；在下轴中删

除 p1 的所有倍数，同时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数；在上

轴中删除 p2 的所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数；

在下轴中删除 p2 的所有倍数，同时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p2 的所有倍数而得到的

整数。则剩下：2m-2m÷p0-2[2m÷p1]+2[2m÷ (p0p1)]-2[2m÷p2]+2[2m÷ (p0p2)]+4[2m÷

(p1p2)]-4[2m÷(p0p1p2)](组)。 

㈣ 在上轴中删除 p3 的所有倍数，同时要删除下轴中偶数 2m 分别减去 p3 的所有倍数

而得到的整数；或者在下轴中删除 p3 的所有倍数，同时要删除上轴中偶数 2m 分别减去 p3

的所有倍数而得到的整数。 

同 理 可 得 ：  2m-2m ÷ p0-d1[2m ÷ p1]+d1[2m ÷ (p0p1)]-d2[2m ÷ p2]+d2[2m ÷
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(p0p2)]+d2·d1[2m÷ (p1p2)]-d2·d1[2m÷ (p0p1p2)]-d3[2m÷p3]+d3[2m÷ (p0p3)]+d3·d1[2m÷

(p1p3)]+d3·d2[2m÷ (p2p3)]-d3·d1[2m÷ (p0p1p3)]-d3·d2[2m÷ (p0p2p3)]-d3·d1·d2[2m÷

(p1p2p3)]+d3·d1·d2[2m÷(p0p1p2p3)](组)。当偶数 2m 中含有奇素数因子 ps时，则 ds 取值为 1；

当偶数 2m 中不含有奇素数因子 ps 时，则 ds取值为 2。 

 III  与前面 II 同样的道理，按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理

4.3 定理 4.4，定理 4.5；对于 III，下面采取三大步骤来具体剖析： 

第一步：利用例子归纳整理出一定的筛除表达形式，利用数学归纳法证明筛除的一般

表达式的情形。 

i  举例说明 

(1)当 2mα筛子=26α筛子时，如下图： 

1   2   3    4  5   6  7  8  9  10  11 12  … 20 21 22 23 24 25 26   

 

 

 25 24 23 22 21 20 19 18  17 16  15 14 … 6  5  4  3  2  1  0    

图 3 

按照数学模型筛选原则，对于 26α筛子，见图 3，根据定理 1.1 和定理 1.2，不大于 26

的全体素数只有 2，3，5，所以对于 26α筛子的筛选情形只利用素数 2，3，5 即可。从图 3

中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 26=上轴中的整数+下轴中的整数”有 26 组。由定理

4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知，则有如下情形： 

①在图 3 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=26”的组数，则剩下：26-26÷2(组)。 

    ②在上轴中筛除奇素数 3 的所有倍数，同时下轴中偶数 26 分别减去奇素数 3 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：26-26÷2-[26÷3]+[26÷(2×3)](组)。 

③因为偶数 26 中不含有奇素数因子 3，下轴中奇素数 3 的所有数倍的情形还没有被筛

除，所以在下轴中还要筛除奇素数 3 的所有数倍，同时上轴中偶数 26 分别减去奇素数 3 的

所有数倍而得到的整数一并筛除。则剩下：26-26÷2-[26÷3]+[26÷(2×3)]-[26÷3]+[26÷

(2×3)]=26-26÷2-2×[26÷3]+2×[26÷(2×3)](组)。 

④在上轴中筛除奇素数 5 的所有倍数，同时下轴中偶数 26 分别减去奇素数 5 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：26-26÷2-2×[26÷3]+2×[26÷(2×3)]-[26÷5]+[26÷

(2×5)]+2×[26÷(3×5)]-2×[26÷(2×3×5)](组)。 

⑤因为偶数 26 中不含有奇素数因子 5，下轴中奇素数 5 的所有数倍的情形还要筛除，

同时上轴中偶数 26 分别减去奇素数 5 的所有数倍而得到的整数一并筛除。则剩下：26-26

÷ 2-2×[26 ÷ 3]+2×[26 ÷ (2×3)]-[26 ÷ 5]+[26 ÷ (2×5)]+2×[26 ÷ (3×5)]-2×[26 ÷

(2×3×5)]-[26÷5]+[26÷(2×5)]+2×[26÷(3×5)]-2×[26÷(2×3×5)]=26-26÷2-2×[26÷

3]+2×[26÷(2×3)]-2×[26÷5]+2×[26÷(2×5)]+4×[26÷(3×5)]-4×[26÷(2×3×5)](组)。 

(2)当 2mα筛子=30α筛子时，如下图： 



22 

 

1   2   3     4  5   6  7  8  9  10  11 12  … 24 25 26 27 28 29 30   

 

 

29  28  27 26 25 24 23 22 21 20  19 16 … 6  5  4  3  2  1  0    

图 4 

按照数学模型筛选原则，对于 30α筛子(见图 4)，根据定理 1.1 和定理 1.2，不大于 30

的全体素数只有 2，3，5，所以对于 30α筛子的筛选情形只利用素数 2，3，5 即可。从图 4

中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 30=上轴中的整数+下轴中的整数”有 30 组。由定理

4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知，则有如下情形： 

①在图 4 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=30”的组数，则剩下：30-30÷2(组)。 

    ②在上轴中筛除奇素数 3 的所有倍数，同时下轴中偶数 30 分别减去奇素数 3 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：30-30÷2-[30÷3]+[30÷(2×3)](组)。 

③因为偶数 30 中含有奇素数因子 3，下轴中奇素数 3 的所有数倍的情形已被筛除，所

以还是剩下：30-30÷2-[30÷3]+[30÷(2×3)](组)。 

④在上轴中筛除奇素数 5 的所有倍数，同时下轴中偶数 30 分别减去奇素数 5 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：30-30÷2-[30÷3]+[30÷ (2×3)]-[30÷5]+[30÷

(2×5)]+[30÷(3×5)]-[30÷(2×3×5)](组)。 

⑤因为偶数 30 中含有奇素数因子 5，下轴中奇素数 5 的所有数倍的情形已被筛除，所

以还是剩下：30-30÷2-[30÷3]+[30÷ (2×3)]-[30÷5]+[30÷ (2×5)]+[30÷ (3×5)]-[30÷

(2×3×5)](组)。 

(3)当 2mα筛子=36α筛子时，如下图： 

1   2  3      4   5   6  7   8  9 10 11 12  … 30 31 32 33 34 35 36  

 

 

35 34  33  32 31 30 29  28 27 26 25 24  … 6  5  4  3  2  1  0    

图 5 

按照数学模型筛选原则，对于 36α筛子(见图 5)，根据定理 1.1 和定理 1.2，不大于 36

的全体素数只有 2，3，5，所以对于 36α筛子的筛选情形只利用素数 2，3，5 即可。从图 5

中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 36=上轴中的整数+下轴中的整数”有 36 组。由定理

4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知，则有如下情形： 

①在图 5 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=36”的组数，则剩下：36-36÷2(组)。 

    ②在上轴中筛除奇素数 3 的所有倍数，同时下轴中偶数 36 分别减去奇素数 3 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：36-36÷2-[36÷3]+[36÷(2×3)](组)。 

③因为偶数 36 中含有奇素数因子 3，下轴中奇素数 3 的所有数倍的情形已被筛除，所
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以还是剩下：36-36÷2-[36÷3」+[36÷(2×3)」(组)。 

④在上轴中筛除奇素数 5 的所有倍数，同时下轴中偶数 36 分别减去奇素数 5 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：36-36÷2-[36÷3]+[36÷ (2×3)]-[36÷5]+[36÷

(2×5)]+[36÷(3×5)]-[36÷(2×3×5)](组)。 

⑤因为偶数 36 中不含有奇素数因子 5，下轴中奇素数 5 的所有数倍的情形还要筛除，

同时上轴中偶数 36 分别减去奇素数 5 的所有数倍而得到的整数一并筛除。则剩下：36-36

÷2-[36÷3]+[36÷(2×3)]-[36÷5]+[36÷(2×5)]+[36÷(3×5)]-[36÷(2×3×5)]-[36÷5]+[36

÷ (2×5)]+[36 ÷ (3×5)]-[36 ÷ (2×3×5)]=36-36 ÷ 2-[36 ÷ 3]+[36 ÷ (2×3)]-2×[36 ÷

5]+2×[36÷(2×5)]+2×[36÷(3×5)]-2×[36÷(2×3×5)](组)。 

(4)当 2mα筛子=40α筛子时，如下图： 

1   2  3      4   5   6  7   8  9 10 11 12  … 34 35 36 37 38 39 40 

 

 

39 38 37 36 35 34  33  32 31 30 29  28  … 6  5  4  3  2  1  0    

图 6 

按照数学模型筛选原则，对于 40α筛子(见图 6)，根据定理 1.1 和定理 1.2，不大于 40

的全体素数只有 2，3，5，所以对于 40α筛子的筛选情形只利用素数 2，3，5 即可。从图 6

中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 36=上轴中的整数+下轴中的整数”有 40 组。由定理

4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知，则有如下情形： 

①在图 6 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=40”的组数，则剩下：40-40÷2(组)。 

    ②在上轴中筛除奇素数 3 的所有倍数，同时下轴中偶数 40 分别减去奇素数 3 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：40-40÷2-[40÷3]+[40÷(2×3)](组)。 

③因为偶数 40 中不含有奇素数因子 5，下轴中奇素数 3 的所有数倍的情形还要筛除，

同时上轴中偶数 40 分别减去奇素数 3 的所有数倍而得到的整数一并筛除。则剩下：40-40

÷ 2-[40 ÷ 3]+[40 ÷ (2×3)]-[40 ÷ 3]+[40 ÷ (2×3)]=40-40 ÷ 2-2×[40 ÷ 3]+2×[40 ÷

(2×3)](组)。 

④在上轴中筛除奇素数 5 的所有倍数，同时下轴中偶数 40 分别减去奇素数 5 的所有倍

数而得到的整数一并筛除。则剩下：40-40÷2-2×[40÷3]+2×[40÷(2×3)]-[40÷5]+[40÷

(2×5)]+2×[40÷(3×5)]-2×[40÷(2×3×5)](组)。 

⑤因为偶数 40 中含有奇素数因子 5，下轴中奇素数 5 的所有数倍的情形已被筛除，所

以还是剩下： 40-40÷ 2-2×[40 ÷ 3]+2×[40÷ (2×3)]-[40÷ 5]+[40÷ (2×5)]+2×[40 ÷

(3×5)]-2×[40÷(2×3×5)](组)。 

ii 设 2mα筛子=(2k-2)α筛子，如下图： 

 1      p0     p1    4  p2    p3   … …  pt  … … 2k-4  2k-3  2k-2 
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2k-3   2k-4  … … pt … … p3          p2     4    p1    p0    1      0    

图 7 

 

对于(2k-2)α筛子(k≥6)，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 22 k 的全体素

数，pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t，t∈N；根据定理 1.1 和定理 1.2，集合{[ 22 k ]，

[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，[ 22 k ]+3，…，2k-2}中任一奇合数 a，奇合数 a 均能被集

合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除，i=1，2，3，…，t。 

在图 7 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2k-2”的组数；在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k-2 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k

中不含有因子 p1，那么在下轴中还要筛除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k-2 分别减去

p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数(2k-2)

分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p2，那么在下轴

中还要筛除 p2 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k-2 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一

并筛除；在上轴中筛除 p3 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k-2 分别减去 p3 的所有倍数而得

到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p3，那么在下轴中还要筛除 p3 的所有倍数，

同时上轴中偶数 2k-2 分别减去 p3 的所有倍数而得到的整数一并筛除；…；在上轴中筛除

pt 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k-2 分别减去 pt 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果

偶数 2k 中不含有因子 pt，那么在下轴中还要筛除 pt 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k-2 分

别减去 pt 的所有倍数而得到的整数一并筛除。 

经过这样的筛除程序后，由定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知，

则剩下：(2k-2)-(2k-2)÷p0-d1·[(2k-2)÷p1]+d1·[(2k-2)÷(p0p1)]-d2·[(2k-2)÷p2]+d2·[(2k-2)

÷(p0p2)]+d1·d2·[(2k-2)÷(p1p2)]-d1·d2·[(2k-2)÷(p0p1p2)]-d3·[(2k-2)÷p3]+…-dt·[(2k-2)

÷pt]+…+(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[(2k-2)÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[(2k-2)

÷(p0p1p2p3…pt-1pt)](组)。其中 di=1 或 2(i=1，2，3，…，t)。当偶数 2k-2 中含有奇素数因

子 pi时，则 di取值为 1；当偶数 2k-2 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

iii 当 2mα筛子=2kα筛子时，如下图： 

 1      p0     p1    4  p2    p3   … …  pt  … …     2k-2  2k-1   2k  

 

 

2k-1   2k-2  2k-3  … … pt … … p3     p2   4    p1       p0    1      0    

图 8 

根据定理 1.1 和定理 1.2，我们设奇素数 pt+1为奇素数 pt后面的第一个奇素数，当偶数
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2k 为集合{[ 22 k ]，[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，[ 22 k ]+3，…，pt+1
2}中的偶数时，

集合{[ 22 k ]，[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，[ 22 k ]+3，…，pt+1
2-1}中任一奇合数 b，

奇合数 b 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi(i=1，2，3，…，t)整除。由于

(2k-2)α筛子和 2kα筛子分别对应的 di 未必相同，所以对于 2mα筛子=2kα筛子的情形，

又要用数学归纳法来证明。 

即使 2k-2=pt+1
2-1，2k=pt+1

2+1，那么集合{[ k2 ]，[ k2 ]+1，[ k2 ]+2，[ k2 ]+3，…，

pt+1
2-1，pt+1

2，pt+1
2+1}中任一奇合数 b′(除 b′=pt+1

2外)，奇合数 b′均能被集合{p1，p2，p3，…，

pt}中某一个奇素数 pi整除,i=1，2，3，…，t。所以我们仍然只用集合{p1，p2，p3，…，pt}

中奇素数来分析讨论。 

对于 2kα筛子(见图 8)。从图 8 中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 2k=上轴中的整数

+下轴中的整数”有 2k 组。由定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5 可知，则

有如下情形： 

(1)在图 8中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2k”的组数，则剩下：2k-2k÷p0=2k(1-1

÷p0)(组)。 

    (2)在上轴中筛除 p1 的所有倍数，同时要筛除下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而

得到的整数。则剩下：2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷(p0p1)](组)。 

为什么要加上[2k÷(p0p1)]呢？因为偶数 2k 在减 2k÷p0 以及上轴中减[2k÷p1]中，2k÷

p0 与[2k÷p1]中均包含有公共部分[2k÷(p0p1)]，如果只是 2k-2k÷p0-[2k÷p1]，那么公共部分

[2k÷(p0p1)]就减重复了，所以要加上[2k÷(p0p1)]。 

又因为偶数 2k=p1+[2k-p1]=2p1+[2k-2p1]=3p1+[2k-3p1]=4p1+[2k-4p1]=5p1+ 

[2k-5p1]=6p1+[2k-6p1]=…=(m1-1)p1+[2k-(m1-1)p1]=m1p1+[2k-m1p1]。 

    ① 当偶数 2k 中含有奇素数因子 p1时，就只考虑在上轴中筛除 p1 的所有数倍的个数就

行了，即剩下：2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷(p0p1)](组)。 

② 当偶数 2k 中不含有奇素数因子 p1 时，还要进一步筛除。因为第一种情形的[2k-p1]

就是第二种情形下轴中的 p1，第一种情形的[2k-2p1]就是第二种情形下轴中的 2p1，第一种

情形的[2k-3p1]就是第二种情形下轴中的 3p1，…，第一种情形的[2k-m1p1]就是第二种情形

下轴中的 m1p1。 

所以在上轴中筛除 p1 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到

的整数一并筛除；那么在下轴中还要筛除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的

所有倍数而得到的整数一并筛除；则剩下：2k-2k÷p0-[(2k+2)÷p1]+[2k÷(p0p1)]-[2k÷p1]+[2k

÷(p0p1)]=2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)](组)。 

为什么还要加上[2k÷(p0p1)]呢？因为偶数 2k 在减 2k÷p0 以及下轴中减[2k÷p1]中，2k

÷p0 与[2k÷p1]中均包含有公共部分[2k÷(p0p1)]，如果只是 2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+[2k÷

(p0p1)]，那么公共部分[2k÷(p0p1)]就减重复了，所以还要加上[2k÷(p0p1)]。 
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一般化的情形：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷(p0p1)](组)。其中当偶数 2k 中含

有奇素数因子 p1 时，则 d1′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 p1 时，则 d1′取值为

2。 

(3)在上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的

整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p2，那么在下轴中还要筛除 p2 的所有倍数，同时

上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。 

①当偶数 2k 中既含有奇素数因子 p1又含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除

p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。则剩下：

2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷(p0p1)]-[2k÷p2]+[2k÷(p0p2)]+[2k÷(p1p2)]-2k÷(p0p1p2)](组)。 

②当偶数 2k 中含有奇素数因子 p1 而不含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除

p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在下轴

中筛除 p2 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。

则剩下：2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷ (p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷ (p0p2)]+2[2k÷ (p1p2)]-2[2k÷

(p0p1p2)](组)。 

③当偶数 2k 中不含有奇素数因子 p1而含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在下轴中筛除

p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴

中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。

则剩下：2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-[2k÷p2]+[2k÷(p0p2)]+2[2k÷(p1p2)」-2[2k÷

(p0p1p2)](组)。 

④当偶数 2k 中既不含有奇素数因子 p1 又不含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的

所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在下轴中筛

除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在

上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并

筛除；在下轴中筛除 p2 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的

整数一并筛除。则剩下：2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷

(p1p2)]-4[2k÷(p0p1p2)](组)。 

一般化的情形：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k

÷(p0p2)]+d2·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)](组)。其中 ds′=1 或 2(s=1，2)，

当偶数 2k 中含有奇素数因子 ps 时，则 ds′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 ps 时，

则 ds′取值为 2。 

┇ 

(t-1)按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。
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在图 8 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2k”的组数；在上轴中筛除 p1 的所有倍数，

同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有

因子 p1，那么在下轴中还要筛除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍

数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的

所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p2，那么在下轴中还要筛除 p2 

的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中

筛除 p3 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p3 的所有倍数而得到的整数一并筛除；

如果偶数 2k 中不含有因子 p3，那么在下轴中还要筛除 p3 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k

分别减去 p3 的所有倍数而得到的整数一并筛除；…；在上轴中筛除 pt-1 的所有倍数，同时

下轴中偶数 2k 分别减去 pt-1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子

pt-1 ，那么在下轴中还要筛除 pt-1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 pt-1的所有倍数

而得到的整数一并筛除。 

假定剩下：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷

(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷

(p0p3)]+d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p3)]+d3 ′ · d2 ′· [2k ÷ (p2p3)]-d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′·[2k

÷ (p0p1p2p3)]-d4 ′· [2k÷ p4]+…-dt-1 ′· [2k÷ pt-1]+…+(-1)t-1d1 ′· d2 ′· d3 ′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…

pt-2pt-1)](组)。其中 di′=1 或 2(i=1，2，3，…，t-1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，

则 di′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

(t)按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。当

在图 8中的上轴中筛除 pt 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 pt 的所有倍数而得到的

整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 pt，那么 在下轴中还要筛除 pt 的所有倍数，同时

上轴中偶数 2k 分别减去 pt的所有倍数而得到的整数一并筛除。 

当偶数 2k 中含有奇素数因子 pt 时，则剩下：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷

(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷

(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷(p0p3)]+d3′·d1′·[2k÷(p1p3)]+d3′·d2′·[2k÷

(p2p3)]-d3′·d1′·[2k÷(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷

(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′· [2k÷ (p0p1p2p3)]-d4′· [2k÷p4]+…-dt-1′· [2k÷pt-1]+…

+(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1)]-[2k÷pt]+[2k÷(p0pt)]+d1′·[2k÷(p1pt)]-d1′·[2k

÷(p0p1pt)]+d2′·[2k÷(p2pt)]-d2′·[2k÷(p0p2pt)]-d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+d2′·d1′·[2k

÷(p0p1p2pt)]+d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…

pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)](组)。其中 di′

=1 或 2(i=1，2，3，…，t-1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当偶数
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2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

当偶数 2k 中不含有奇素数因子 pt 时，则剩下：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷

(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷

(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷(p0p3)]+d3′·d1′·[2k÷(p1p3)]+d3′·d2′·[2k÷

(p2p3)]-d3′·d1′·[2k÷(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷

(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′· [2k÷ (p0p1p2p3)]-d4′· [2k÷p4]+…-dt-1′· [2k÷pt-1]+…

+(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1)]-[2k÷pt」+[2k÷(p0pt)]+d1′·[2k÷(p1pt)]-d1′·[2k

÷(p0p1pt)]+d2′·[2k÷(p2pt)]-d2′·[2k÷(p0p2pt)]-d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+d2′·d1′·[2k

÷(p0p1p2pt)]+d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…

pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)]-[2k÷pt]+[2k

÷ (p0pt)]+d1 ′· [2k ÷ (p1pt)]-d1 ′· [2k ÷ (p0p1pt)]+d2 ′· [2k ÷ (p2pt)]-d2 ′· [2k ÷

(p0p2pt)]-d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2pt)]+d3′·[2k÷(p3pt)]-…

+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…

dt-2 ′· dt-1 ′· [2k ÷ (p0p1p2p3 … pt-2pt-1pt)]=2k-2k ÷ p0-d1 ′· [2k ÷ p1]+d1 ′· [2k ÷

(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷

(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷(p0p3)]+d3′·d1′·[2k÷(p1p3)]+d3′·d2′·[2k÷

(p2p3)]-d3′·d1′·[2k÷(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷

(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′· [2k÷ (p0p1p2p3)]-d4′· [2k÷p4]+…-dt-1′· [2k÷pt-1]+…

+(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)」-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′· [2k÷ (p0p1p2p3…pt-2pt-1)」-2×[2k÷pt]+2×[2k÷ (p0pt)]+2×d1′· [2k÷

(p1pt)]-2×d1 ′ · [2k ÷ (p0p1pt)]+2×d2 ′ · [2k ÷ (p2pt)]-2×d2 ′ · [2k ÷

(p0p2pt)]-2×d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+2×d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2pt)」+2×d3′·[2k÷

(p3pt)]- … +(-1)t2×d1 ′ · d2 ′ · d3 ′ · … dt-2 ′ · dt-1 ′ · [2k ÷ (p1p2p3 …

pt-2pt-1pt)]-(-1)t2×d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)](组)。其中

di′=1 或 2(i=1，2，3，…，t-1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当

偶数 2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

故则剩下：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷

(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷

(p0p3)]+d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p3)]+d3 ′ · d2 ′· [2k ÷ (p2p3)]-d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′·[2k

÷ (p0p1p2p3)]-d4 ′· [2k÷ p4]+…-dt-1 ′· [2k÷ pt-1]+…+(-1)t-1d1 ′· d2 ′· d3 ′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…

pt-2pt-1)]-dt′·[2k÷pt]+…+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k÷(p1p2p3…

pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)](组)。其
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中 di′=1 或 2(i=1，2，3，…，t)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当

偶数 2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

又根据定理 1.1 和定理 1.2，设奇素数 pt+2 为奇素数 pt+1 后面的第一个奇素数，当偶数

2k 为集合{pt+1
2，pt+1

2+1，pt+1
2+2，pt+1

2+3，…，pt+2
2}中的偶数时，集合{[ k2 ]，[ k2 ]+1，

[ k2 ]+2，[ k2 ]+3，…，pt+2
2-1}中任一奇合数 b，奇合数 b 均能被集合{p1，p2，p3，…，

pt，pt+1}中某一个奇素数 pi整除,i=1，2，3，…，t，t+1。按照数学模型筛选原则筛除后，仍

然剩下：2k-2k÷p0-d1′· [2k÷p1]+d1′· [2k÷ (p0p1)]-d2′· [2k÷p2]+d2′· [2k÷

(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷

(p0p3)]+d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p3)]+d3 ′ · d2 ′· [2k ÷ (p2p3)]-d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′·[2k

÷(p0p1p2p3)]-d4′·[2k÷p4]+…-dt+1′·[2k÷pt+1]+dt+1′·[2k÷(p0pt+1)]+dt+1′·d1′·[2k÷

(p1pt+1)]-dt+1′·d1′· [2k÷ (p0p1pt+1)]+dt+1′·d2′· [2k÷ (p2pt+1)]-dt+1′·d2′· [2k÷

(p0p2pt+1)]-dt+1 ′ · d2 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p2pt+1)]+dt+1 ′ · d2 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p2pt+1)]+dt+1′·d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)t+1dt+1′·d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k

÷(p1p2p3…pt-2pt-1ptpt+1)]-(-1)t+1dt+1′·d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k÷(p0p1p2p3…

pt-2pt-1ptpt+1)](组)。其中 di′=1 或 2(i=1，2，3，…，t，t+1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子

pi时，则 di′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

所以对于第一步中 i，ii，iii；由数学归纳法可知，对于任一 2mα筛子(m≥5)，设素数

p0，p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2 的全体素数(pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，

t)；按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。筛除

“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2m”的组数；在上轴中筛除 p1 的所有倍数，同时下轴中偶

数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p1，那么

在下轴中还要筛除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整

数一并筛除；在上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而

得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p2，那么在下轴中还要筛除 p2 的所有倍数，

同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除 p3 的所

有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p3 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k

中不含有因子 p3，那么在下轴中还要筛除 p3 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p3 的

所有倍数而得到的整数一并筛除；…；在上轴中筛除 pt-1 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k

分别减去 pt-1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 pt-1 ，那么在

下轴中还要筛除 pt-1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 pt-1 的所有倍数而得到的整数

一并筛除；在上轴中筛除 pt 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 pt 的所有倍数而得到

的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 pt，那么在下轴中还要筛除 pt 的所有倍数，同

时上轴中偶数 2k 分别减去 pt的所有倍数而得到的整数一并筛除。 



30 

 

则剩下： 2m-2m÷ p0-d1 · [2m÷ p1]+d1 · [2m÷ (p0p1)]-d2 · [2m÷ p2]+d2 · [2m÷

(p0p2)]+d1·d2· [2m÷ (p1p2)]-d1·d2· [2m÷ (p0p1p2)]-d3· [2m÷p3]+…-dt·[2m÷pt]+…

+(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[2m÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[2m÷(p0p1p2p3…

pt-1pt)](组)。其中 di=1 或 2(i=1，2，3，…，t)。当偶数 2m 中含有奇素数因子 pi 时，则 di

取值为 1；当偶数 2m 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

第二步：用数学归纳法证明筛除的一般情形不小于最大化筛除的情形： 

i  当 2mα筛子=26α筛子，按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理

4.3 定理 4.4，定理 4.5。对于 26α筛子(见图 3)。从图 3 中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶

数 26=上轴中的整数+下轴中的整数”有 26 组。 

①26-26 ÷ 2-2×[26 ÷ 3]+2×[26 ÷ (2×3)]-2×[26 ÷ 5]+2×[26 ÷ (2×5)]+4×[26 ÷

(3×5)]-4×[26÷(2×3×5)]=3 组。 

    ②26-26 ÷ 2-2×[26 ÷ 3]+2×[26 ÷ (2×3)]-[26 ÷ 5]+[26 ÷ (2×5)]+2×[26 ÷

(3×5)]-2×[26÷(2×3×5)]=4 组。 

③26-26 ÷ 2-[26 ÷ 3]+[26 ÷ (2×3)]-2×[26 ÷ 5]+2×[26 ÷ (2×5)]+2×[26 ÷

(3×5)]-2×[26÷(2×3×5)]=5 组。 

④26-26 ÷ 2-[26 ÷ 3]+[26 ÷ (2×3)]-[26 ÷ 5]+[26 ÷ (2×5)]+[26 ÷ (3×5)]-[26 ÷

(2×3×5)]=7 组。 

ii 对于 2mα筛子=(2k-2)α筛子(k≥6)，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt均为不大于 22 k

的全体素数(pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t)，t∈N；根据定理 1.1 和定理 1.2，集

合{[ 22 k ]，[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，[ 22 k ]+3，…，2k-2}中任一奇合数 a，

奇合数 a 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除,i=1，2，3，…，t。 

按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。假

定 (2k-2)-(2k-2) ÷ p0-d1[(2k-2) ÷ p1]+d1[(2k-2) ÷ (p0p1)]-d2[(2k-2) ÷ p2]+d2[(2k-2) ÷

(p0p2)]+d1·d2[(2k-2)÷(p1p2)]-d1·d2[(2k-2)÷(p0p1p2)]-d3[(2k-2)÷p3]+…-dt[(2k-2)÷pt]+…

+(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[(2k-2)÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[(2k-2)

÷ (p0p1p2p3 … pt-1pt)] ≥ (2k-2)-[(2k-2) ÷ p0]-2[(2k-2) ÷ p1]+2[(2k-2) ÷ (p0p1)]-2[(2k-2) ÷

p2]+2[(2k-2) ÷ (p0p2)]+4[(2k-2) ÷ (p1p2)]-4[(2k-2) ÷ (p0p1p2)]-2[(2k-2) ÷ p3]+2[(2k-2) ÷

(p0p3)]+4[(2k-2)÷(p1p3)]+4[(2k-2)÷(p2p3)]-4[(2k-2)÷(p0p1p3)]-4[(2k-2)÷(p0p2p3)]-8[(2k-2)

÷(p1p2p3)]+8[(2k-2)÷(p0p1p2p3)]-2[(2k-2)÷p4]+…-2[(2k-2)÷pt]+2[(2k-2)÷(p0pt)]+4[(2k-2)

÷ (p1pt)]+4[(2k-2) ÷ (p2pt)]+4[(2k-2) ÷ (p3pt)]+ … +4[(2k-2) ÷ (pt-1pt)]-4[(2k-2) ÷

(p0p1pt)]-4[(2k-2)÷ (p0p2pt)]-…+(-1)t2t[(2k-2)÷ (p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[(2k-2)÷ (p0p1p2p3…

pt-1pt)](组)。 

iii 当 2mα筛子=2kα筛子时，根据定理 1.1 和定理 1.2，我们设奇素数 pt+1为奇素数

pt 后面的第一个奇素数，当偶数 2k 为集合{[ 22 k ]，[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，
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[ 22 k ]+3，…，pt+1
2}中的偶数时，集合{[ 22 k ]，[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，

[ 22 k ]+3，…，pt+1
2-1}中任一奇合数 b，奇合数 b 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某

一个奇素数 pi 整除,i=1，2，3，…，t。由于(2k-2)α筛子和 2kα筛子分别对应的 di 未必相

同，所以对于 2mα筛子=2kα筛子的情形，按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理

4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。则有下列情形： 

对于 2kα筛子(见图 8)。从图 8 中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数 2k= 

上轴中的整数+下轴中的整数”有 2k 组。 

(1)在图 8 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2k”的组数，则 2k-2k÷p0=2k(1-1÷

p0)(组)。 

    (2)在上轴中筛除 p1 的所有倍数，同时要筛除下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而

得到的整数。则剩下：2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷(p0p1)](组)。 

为什么要加上[2k÷(p0p1)」呢？因为偶数 2k 在减 2k÷p0 以及上轴中减[2k÷p1]中，2k

÷p0 与[2k÷p1]中均包含有公共部分[2k÷(p0p1)]，如果只是 2k-2k÷p0-[2k÷p1]，那么公共部

分[2k÷(p0p1)]就减重复了，所以要加上[2k÷(p0p1)]。 

又因为偶数 2k=p1+[2k-p1]=2p1+[2k-2p1]=3p1+[2k-3p1]=4p1+[2k-4p1]=5p1+ 

[2k-5p1]=6p1+[2k-6p1]=…=(m1-1)p1+[2k-(m1-1)p1]=m1p1+[2k-m1p1]。 

    ① 当偶数 2k 中含有奇素数因子 p1时，就只考虑在上轴中筛除 p1 的所有奇数倍的个数

就行了，即剩下：2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷(p0p1)](组)。 

② 当偶数 2k 中不含有奇素数因子 p1 时，还要进一步筛除。因为第一种情形的 2k-p1

就是第二种情形下轴中的 p1，第一种情形的 2k-2p1就是第二种情形下轴中的 2p1，第一种情

形的 2k-3p1 就是第二种情形下轴中的 3p1，…，第一种情形的 2k-m1p1 就是第二种情形下轴

中的 m1p1。 

所以在上轴中筛除 p1 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到

的整数一并筛除；那么在下轴中还要筛除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的

所有倍数而得到的整数一并筛除；则剩下：2k-2k÷p0-[(2k+2)÷p1]+[2k÷(p0p1)]-[2k÷p1]+[2k

÷(p0p1)]=2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)](组)。 

那么 2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷(p0p1)](组)≥2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷

(p0p1)](组)。其中当偶数 2k 中含有奇素数因子 p1时，则 d1′取值为 1；当偶数 2k 中不含有

奇素数因子 p1时，则 d1′取值为 2。 

(3)在上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的

整数一并筛除；或者在下轴中筛除 p2 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有

倍数而得到的整数一并筛除。 

①当偶数 2k 中既含有奇素数因子 p1又含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除
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p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。则剩下：

2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷(p0p1)]-[2k÷p2]+[2k÷(p0p2)]+[2k÷(p1p2)]-[2k÷(p0p1p2)](组)。 

②当偶数 2k 中含有奇素数因子 p1 而不含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除

p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在下轴

中筛除 p2 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。

则剩下：2k-2k÷p0-[2k÷p1]+[2k÷ (p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷ (p0p2)]+2[2k÷ (p1p2)]-2[2k÷

(p0p1p2)](组)。 

③当偶数 2k 中不含有奇素数因子 p1而含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的所有

倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在下轴中筛除

p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴

中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除。

则剩下：2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷ (p0p1)]-[2k÷p2]+[2k÷ (p0p2)]+2[2k÷ (p1p2)]-2[2k÷

(p0p1p2)](组)。 

④当偶数 2k 中既不含有奇素数因子 p1 又不含有奇素数因子 p2时，在上轴中筛除 p1 的

所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在下轴中筛

除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在

上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并

筛除；在下轴中筛除 p2 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的

整数一并筛除。则剩下：2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷

(p1p2)]-4[2k÷(p0p1p2)](组)。 

那么 2k-2k÷p0-d1′· [2k÷p1]+d1′· [2k÷ (p0p1)]-d2′· [2k÷p2]+d2′· [2k÷

(p0p2)]+d2·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)](组)≥2k-2k÷p0-2[2k÷p1]+2[2k÷

(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k÷(p0p1p2)](组)。其中 ds′=1 或 2(s=1，2)，

当偶数 2k 中含有奇素数因子 ps 时，则 ds′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 ps 时，

则 ds′取值为 2。 

┇ 

(t-1)按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。

在图 8 中筛除“上轴中的偶数+下轴中的偶数=2k”的组数；在上轴中筛除 p1 的所有倍数，

同时下轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有

因子 p1，那么在下轴中还要筛除 p1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p1 的所有倍

数而得到的整数一并筛除；在上轴中筛除 p2 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p2 的

所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 p2，那么在下轴中还要筛除 p2 

的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 p2 的所有倍数而得到的整数一并筛除；在上轴中

筛除 p3 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 p3 的所有倍数而得到的整数一并筛除；
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如果偶数 2k 中不含有因子 p3，那么在下轴中还要筛除 p3 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k

分别减去 p3 的所有倍数而得到的整数一并筛除；…；在上轴中筛除 pt-1 的所有倍数，同时

下轴中偶数 2k 分别减去 pt-1 的所有倍数而得到的整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子

pt-1 ，那么在下轴中还要筛除 pt-1 的所有倍数，同时上轴中偶数 2k 分别减去 pt-1的所有倍数

而得到的整数一并筛除。 

假定有 2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷

(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷

(p0p3)]+d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p3)]+d3 ′ · d2 ′· [2k ÷ (p2p3)]-d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′·[2k

÷ (p0p1p2p3)]-d4 ′· [2k÷ p4]+…-dt-1 ′· [2k÷ pt-1]+…+(-1)t-1d1 ′· d2 ′· d3 ′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…

pt-2pt-1)]( 组 ) ≥ 2k-[2k ÷ p0]-2[2k ÷ p1]+2[2k ÷ (p0p1)]-2[2k ÷ p2]+2[2k ÷ (p0p2)]+4[2k ÷

(p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷

(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k÷pt-1]+2[2k÷

(p0pt-1)]+4[2k ÷ (p1pt-1)]+4[2k ÷ (p2pt-1)]+4[2k ÷ (p3pt-1)]+ … +4[2k ÷ (pt-2pt-1)]-4[2k ÷

(p0p1pt-1)]-4[2k÷ (p0p2pt-1)]-…+(-1)t-12t-1[2k÷ (p1p2p3 … pt-2pt-1)]-(-1)t-12t-1[2k÷ (p0p1p2p3 …

pt-2pt-1)](组)。其中 di′=1 或 2(i=1，2，3，…，t-1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，

则 di′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

(t)按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。当

在图 8中的上轴中筛除 pt 的所有倍数，同时下轴中偶数 2k 分别减去 pt 的所有倍数而得到的

整数一并筛除；如果偶数 2k 中不含有因子 pt ，那么在下轴中还要筛除 pt 的所有倍数，同时

上轴中偶数 2k 分别减去 pt的所有倍数而得到的整数一并筛除。 

当偶数 2k 中含有奇素数因子 pt 时，则剩下：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k÷

(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷

(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷(p0p3)]+d3′·d1′·[2k÷(p1p3)]+d3′·d2′·[2k÷

(p2p3)]-d3′·d1′·[2k÷(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷

(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′· [2k÷ (p0p1p2p3)]-d4′· [2k÷p4]+…-dt-1′· [2k÷pt-1]+…

+(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1)]-[2k÷pt]+[2k÷(p0pt)]+d1′·[2k÷(p1pt)]-d1′·[2k

÷(p0p1pt)]+d2′·[2k÷(p2pt)]-d2′·[2k÷(p0p2pt)]-d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+d2′·d1′·[2k

÷(p0p1p2pt)]+d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…

pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)](组)。其中 di′

=1 或 2(i=1，2，3，…，t-1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当偶数

2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

当偶数 2k 中不含有奇素数因子 pt 时，则剩下：2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1]+d1′·[2k
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÷(p0p1)]-d2′·[2k÷p2]+d2′·[2k÷(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷

(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷(p0p3)]+d3′·d1′·[2k÷(p1p3)]+d3′·d2′·[2k÷

(p2p3)]-d3′·d1′·[2k÷(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷

(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′· [2k÷ (p0p1p2p3)]-d4′· [2k÷p4]+…-dt-1′· [2k÷pt-1]+…

+(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1)]-[2k÷pt]+[2k÷(p0pt)]+d1′·[2k÷(p1pt)]-d1′·[2k

÷(p0p1pt)]+d2′·[2k÷(p2pt)]-d2′·[2k÷(p0p2pt)]-d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+d2′·d1′·[2k

÷(p0p1p2pt)]+d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…

pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)]-[2k÷pt]+「2k

÷ (p0pt)]+d1 ′· [2k ÷ (p1pt)]-d1 ′· [2k ÷ (p0p1pt)]+d2 ′· [2k ÷ (p2pt)]-d2 ′· [2k ÷

(p0p2pt)]-d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)]+d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2pt)]+d3′·[2k÷(p3pt)]-…

+(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′·「2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)]=2k-2k÷p0-d1′·[2k÷p1」+d1′·[2k÷(p0p1)」

-d2′· [2k÷p2」+d2′· [2k÷ (p0p2)]+d2′·d1′· [2k÷ (p1p2)]-d2′·d1′· [2k÷

(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷(p0p3)]+d3′·d1′·[2k÷(p1p3)]+d3′·d2′·[2k÷

(p2p3)]-d3′·d1′·[2k÷(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷

(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′· [2k÷ (p0p1p2p3)]-d4′· [2k÷p4]+…-dt-1′· [2k÷pt-1]+…

+(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)」-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′· [2k÷ (p0p1p2p3…pt-2pt-1)」-2×[2k÷pt]+2×[2k÷ (p0pt)]+2×d1′· [2k÷

(p1pt)]-2×d1 ′ · [2k ÷ (p0p1pt)]+2×d2 ′ · [2k ÷ (p2pt)]-2×d2 ′ · [2k ÷ (p0p2pt) 」

-2×d2′·d1′·[2k÷(p1p2pt)」+2×d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2pt)」+2×d3′·「2k÷(p3pt)」-…

+(-1)t2×d1 ′ · d2 ′ · d3 ′ · … dt-2 ′ · dt-1 ′ ·「 2k ÷ (p1p2p3 … pt-2pt-1pt) 」

-(-1)t2×d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)」(组)。其中 di′=1

或 2(i=1，2，3，…，t-1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当偶数 2k

中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

那么 2k-2k÷p0-d1′· [2k÷p1]+d1′· [2k÷ (p0p1)]-d2′· [2k÷p2]+d2′· [2k÷

(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷

(p0p3)]+d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p3)]+d3 ′ · d2 ′· [2k ÷ (p2p3)]-d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′·[2k

÷ (p0p1p2p3)]-d4 ′· [2k÷ p4]+…-dt-1 ′· [2k÷ pt-1]+…+(-1)t-1d1 ′· d2 ′· d3 ′·…

dt-2′·dt-1′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1)]-(-1)t-1d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·[2k÷(p0p1p2p3…

pt-2pt-1)]-dt′· [2k÷pt]+dt′· [2k÷ (p0pt)]+dt′·d1′· [2k÷ (p1pt)]-dt′·d1′· [2k÷

(p0p1pt)]+dt′·d2′·[2k÷(p2pt)]-dt′·d2′·[2k÷(p0p2pt)]-dt′·d2′·d1′·[2k÷

(p1p2pt)]+dt′·d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2pt)]+dt′·d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)td1′·d2′·d3′·…

dt-2′·dt-1′·dt′·[2k÷(p1p2p3…pt-2pt-1pt)]-(-1)td1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k
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÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1pt)]≥2k-[2k÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k

÷ (p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷

(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k÷pt]+2[2k÷

(p0pt)]+4[2k÷ (p1pt)]+4[2k÷ (p2pt)]+4[2k÷ (p3pt)]+…+4[2k÷ (pt-1pt)]-4[2k÷ (p0p1pt)]-4[2k÷

(p0p2pt)]-…+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t「2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)](组)。其中 di′=1 或

2(i=1，2，3，…，t)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当偶数 2k 中不

含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

又根据定理 1.1 和定理 1.2，设奇素数 pt+2 为奇素数 pt+1 后面的第一个奇素数，当偶数

2k 为集合{pt+1
2，pt+1

2+1，pt+1
2+2，pt+1

2+3，…，pt+2
2}中的偶数时，集合{[ k2 ]，[ k2 ]+1，

[ k2 ]+2，[ k2 ]+3，…，pt+2
2-1}中任一奇合数 b，奇合数 b 均能被集合{p1，p2，p3，…，

pt，pt+1}中某一个奇素数 pi整除,i=1，2，3，…，t，t+1。 

而 dt+1 ′ · [2k ÷ (p0pt+1)]+dt+1 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1pt+1)]-dt+1 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1pt+1)]+dt+1′·d2′·[2k÷(p2pt+1)]-dt+1′·d2′·[2k÷(p0p2pt+1)]-dt+1′·d2′·d1′·[2k

÷ (p1p2pt+1)]+dt+1 ′· d2 ′· d1 ′· [2k ÷ (p0p1p2pt+1)]+dt+1 ′· d3 ′·「 2k÷ (p3pt+1)]-…

+(-1)t+1dt+1 ′ · d1 ′ · d2 ′ · d3 ′ · … dt-2 ′ · dt-1 ′ · dt ′ · [2k ÷ (p1p2p3 …

pt-2pt-1ptpt+1)]-(-1)t+1dt+1′·d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k÷(p0p1p2p3…pt-2pt-1ptpt+1)]

≤ 2[2k÷ (p0pt+1)]+4[2k÷ (p1pt+1)]+4[2k÷ (p2pt+1)]+4[2k÷ (p3pt+1)]+…+4[2k÷ (ptpt+1)]-4[2k÷

(p0p1pt+1)]-4[2k ÷ (p0p2pt+1)]- … +(-1)t+12t+1[2k ÷ (p1p2p3 … ptpt+1)]-(-1)t+12t+1[2k ÷ (p0p1p2p3 …

ptpt+1)]，当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，则 di′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因

子 pi时，则 di取值为 2。 

所以 2k-2k÷p0-d1′· [2k÷p1]+d1′· [2k÷ (p0p1)]-d2′· [2k÷p2]+d2′· [2k÷

(p0p2)]+d2′·d1′·[2k÷(p1p2)]-d2′·d1′·[2k÷(p0p1p2)]-d3′·[2k÷p3]+d3′·[2k÷

(p0p3)]+d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p3)]+d3 ′ · d2 ′· [2k ÷ (p2p3)]-d3 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p3)]-d3′·d2′·[2k÷(p0p2p3)]-d3′·d1′·d2′·[2k÷(p1p2p3)]+d3′·d1′·d2′·[2k

÷(p0p1p2p3)]-d4′·[2k÷p4]+…-dt+1′·[2k÷pt+1]+dt+1′·[2k÷(p0pt+1)]+dt+1′·d1′·[2k÷

(p1pt+1)]-dt+1′·d1′·[2k÷(p0p1pt+1)]+dt+1′·d2′·[2k÷(p2pt+1)」-dt+1′·d2′·[2k÷

(p0p2pt+1)]-dt+1 ′ · d2 ′ · d1 ′ · [2k ÷ (p1p2pt+1)]+dt+1 ′ · d2 ′ · d1 ′ · [2k ÷

(p0p1p2pt+1)]+dt+1′·d3′·[2k÷(p3pt)]-…+(-1)t+1dt+1′·d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k

÷(p1p2p3…pt-2pt-1ptpt+1)]-(-1)t+1dt+1′·d1′·d2′·d3′·…dt-2′·dt-1′·dt′·[2k÷(p0p1p2p3…

pt-2pt-1ptpt+1)] ≥ 2k-[2k ÷ p0]-2[2k ÷ p1]+2[2k ÷ (p0p1)]-2[2k ÷ p2]+2[2k ÷ (p0p2)]+4[2k ÷

(p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷

(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k÷pt+1]+2[2k÷

(p0pt+1)]+4[2k ÷ (p1pt+1)]+4[2k ÷ (p2pt+1)]+4[2k ÷ (p3pt+1)]+ … +4[2k ÷ (ptpt+1)]-4[2k ÷

(p0p1pt+1)]-4[2k ÷ (p0p2pt+1)]- … +(-1)t+12t+1[2k ÷ (p1p2p3 … ptpt+1)]-(-1)t+12t+1[2k ÷ (p0p1p2p3 …
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ptpt+1)](组)。其中 di′=1 或 2(i=1，2，3，…，t，t+1)。当偶数 2k 中含有奇素数因子 pi时，

则 di′取值为 1；当偶数 2k 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

所以对于第二步中 i，ii，iii；由数学归纳法可知，对于任一 2mα筛子(m≥5)，设素数

p0，p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2 的全体素数,pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，

t； 

则有 2m-2m÷p0-d1·[2m÷p1]+d1·[2m÷(p0p1)]-d2·[2m÷p2]+d2·[2m÷(p0p2)]+d1·d2·[2m

÷(p1p2)]-d1·d2·[2m÷(p0p1p2)]-d3·[2m÷p3]+…-dt·[2m÷pt]+…+(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[2m

÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[2m÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]≥2m-[2m÷p0]-2[2m

÷ p1]+2[2m ÷ (p0p1)]-2[2m ÷ p2]+2[2m ÷ (p0p2)]+4[2m ÷ (p1p2)]-4[2m ÷ (p0p1p2)]-2[2m ÷

p3]+2[2m÷ (p0p3)]+4[2m÷ (p1p3)]+4[2m÷ (p2p3)]-4[2m÷ (p0p1p3)]-4[2m÷ (p0p2p3)]-8[2m÷

(p1p2p3)]+8[2m÷ (p0p1p2p3)]-2[2m÷p4]+…-2[2m÷pt]+2[2m÷ (p0pt)]+4[2m÷ (p1pt)]+4[2m÷

(p2pt)]+4[2m÷ (p3pt)]+…+4[2m÷ (pt-1pt)]-4[2m÷ (p0p1pt)]-4[2m÷ (p0p2pt)]-…+(-1)t2t[2m÷

(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2m÷(p0p1p2p3…pt-1pt)](组)。其中 di=1 或 2(i=1，2，3，…，t)。当偶

数 2m 中含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 1；当偶数 2m 中不含有奇素数因子 pi时，则 di

取值为 2。 

对于前面的筛法计算方法，则有下列情形: 

<1>在奇素数 p1，p2，p3，…，pt之中存在有“奇素数+奇素数=2m”的情形所 

对应的组数被全部计算筛除了，   

<2>“奇合数+奇合数=2m”且上轴中的奇合数与下轴中的奇合数互质，这样的筛除情形

所对应的组数被重复计算了一次。比如：65+63=128 这一组，上轴中的 65 在计算筛除时，

本身就计算了一次；下轴中的 63 在计算筛除时，又计算了一次。 

所以对于偶数 2m，当 di均取值为 2 时，就是最大化的筛除情形。那么在最大化筛除的

情形下，而且又是在多计算筛除的情形下，我们要判定仍然还有相当的剩余组数，那么剩下

的组数中必定是“奇素数+奇素数=2m”的情形。 

即只要判定 2m-[2m÷p0]-2[2m÷p1]+2[2m÷(p0p1)]-2[2m÷p2]+2[2m÷(p0p2)]+4[2m÷

(p1p2)]-4[2m ÷ (p0p1p2)]-2[2m ÷ p3]+2[2m ÷ (p0p3)]+4[2m ÷ (p1p3)]+4[2m ÷ (p2p3)]-4[2m ÷

(p0p1p3)]-4[2m÷(p0p2p3)]-8[2m÷(p1p2p3)]+8[2m÷(p0p1p2p3)]-2[2m÷p4]+…-2[2m÷pt]+2[2m

÷(p0pt)]+4[2m÷(p1pt)]+4[2m÷(p2pt)]+4[2m÷(p3pt)]+…+4[2m÷(pt-1pt)]-4[2m÷(p0p1pt)]-4[2m

÷(p0p2pt)]-…+(-1)t2t[2m÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2m÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞3 就行。即使再排

除 1+(2m-1)和(2m-1)+1 这两组，还是要剩下一组。这就说明偶数 2m 对应的 2mα筛子情形

中，上轴中至少有一个奇素数 p，下轴中至少有一个奇素数 g，使得 2m=p+g。 

第三步：用数学归纳法证明在最大化筛除的情形下至少还剩有 3(组)： 

i 当 2mα筛子=26α筛子，按照数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3

定理 4.4，定理 4.5。对于 26α筛子(见图 3)。从图 3 中上轴(顺轴)和下轴(逆轴)看，“偶数

26=上轴中的整数+下轴中的整数”有 26 组。 
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①26-26 ÷ 2-2×[26 ÷ 3]+2×[26 ÷ (2×3)]-2×[26 ÷ 5]+2×[26 ÷ (2×5)]+4×[26 ÷

(3×5)]-4×[26÷(2×3×5)]=3(组)。 

    ②26-26 ÷ 2-2×[26 ÷ 3]+2×[26 ÷ (2×3)]-[26 ÷ 5]+[26 ÷ (2×5)]+2×[26 ÷

(3×5)]-2×[26÷(2×3×5)]=4(组)。 

③26-26 ÷ 2-[26 ÷ 3]+[26 ÷ (2×3)]-2×[26 ÷ 5]+2×[26 ÷ (2×5)]+2×[26 ÷

(3×5)]-2×[26÷(2×3×5)]=5(组)。 

④26-26 ÷ 2-[26 ÷ 3]+[26 ÷ (2×3)]-[26 ÷ 5]+[26 ÷ (2×5)]+[26 ÷ (3×5)]-[26 ÷

(2×3×5)]=7(组)。 

当 2mα筛子=1370α筛子时，1370-1370÷2-2×[1370÷3]+2×[1370÷(2×3)]-2×[1370

÷ 5]+2×[1370 ÷ (2×5)]+4×[1370 ÷ (3×5)]-4×[1370 ÷ (2×3×5)]-2×[1370 ÷ 7]+ …

-2×[1370÷37]+…-(-1)11211×[1370÷(2×3×5×…×37)]＞＞3。 

ii 对于“哥德巴赫猜想”，因为前人已经验证到 4×1018 以内的偶数都是对的。对于 2m

α筛子=(2k-2)α筛子,(2k-2)≥4×1018，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt均为不大于 22 k

的全体素数,pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t，t∈N；根据定理 1.1 和定理 1.2，集

合{[ 22 k ]，[ 22 k ]+1，[ 22 k ]+2，[ 22 k ]+3，…，2k-2}中任一奇合数 a，

奇合数 a 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi整除,i=1，2，3，…，t。按照

数学模型筛选原则，根据定理 4.1，定理 4.2，定理 4.3 定理 4.4，定理 4.5。 

假定 (2k-2)-[(2k-2) ÷ p0]-2[(2k-2) ÷ p1]+2[(2k-2) ÷ (p0p1)]-2[(2k-2) ÷ p2]+2[(2k-2) ÷

(p0p2)]+4[(2k-2) ÷ (p1p2)]-4[(2k-2) ÷ (p0p1p2)]-2[(2k-2) ÷ p3]+2[(2k-2) ÷ (p0p3)]+4[(2k-2) ÷

(p1p3)]+4[(2k-2)÷(p2p3)]-4[(2k-2)÷(p0p1p3)]-4[(2k-2)÷(p0p2p3)]-8[(2k-2)÷(p1p2p3)]+8[(2k-2)

÷(p0p1p2p3)]-2[(2k-2)÷p4]+…-2[(2k-2)÷pt]+2[(2k-2)÷(p0pt)]+4[(2k-2)÷(p1pt)]+4[(2k-2)÷

(p2pt)]+4[(2k-2)÷ (p3pt)]+…+4[(2k-2)÷ (pt-1pt)]-4[(2k-2)÷ (p0p1pt)]-4[(2k-2)÷ (p0p2pt)]-…

+(-1)t2t[(2k-2)÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[(2k-2)÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞3 组。 

iii 当 2mα筛子=2kα筛子时，而 2k＞4×1018，根据定理 1.1 和定理 1.2，设奇素数

pt+1 为奇素数 pt 后面的第一个奇素数，当偶数 2k 为集合{pt
2，pt

2+1，pt
2+2，pt

2+3，…，pt+1
2}

中的偶数时，集合{[ k2 ]，[ k2 ]+1，[ k2 ]+2，[ k2 ]+3，…，2k}中任一奇合数 b，奇

合数 b 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt}中某一个奇素数 pi(i=1，2，3，…，t)整除。 

因为[(p0-1)÷p0]·[(p1-2)÷p1]·[(p2-2)÷p2]·…·[(p9-2)÷p9]·[(p10-2)÷p10]·(p11-2)

＞1；即 1÷2×(1÷3)×(3÷5)×(5÷7)×(9÷11)×(11÷13)×(15÷17)×(17÷19)×(21÷

23)×(27÷29)×(29÷31)×35＞1。那么 1370×(1÷2)×(1÷3)×(3÷5)×(5÷7)×(9÷

11)×(11÷13)×(15÷17)×(17÷19)×(21÷23)×(27÷29)×(29÷31)×(35÷37)＞1370÷37。

说明(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(pt-2)＞1，即 2k(1-1÷p0)(1-2÷

p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)＞
tp
k2 。 



38 

 

所以当偶数 2k≥4×1018 时，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 k2 的全体素

数(pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t)，因为 2k-{2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k

÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k÷(p1p2)+4·2k÷(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k

÷(p2p3)+4·2k÷(p0p1p3)+4·2k÷(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k

÷(p0p4)-…-(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…pt-1pt)+(-1)t2t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}=2k(1-1÷p0)(1-2÷

p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)＞2k÷pt。那么 2k÷pt 也相当大。 

我们下面开始如何判定 2k-[2k ÷ p0]-2[2k ÷ p1]+2[2k ÷ (p0p1)]-2[2k ÷ p2]+2[2k ÷

(p0p2)]+4[2k ÷ (p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷

(p2p3)]-4[2k÷(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k

÷ pt]+2[2k ÷ (p0pt)]+4[2k ÷ (p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+… +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷

(p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]-… +(-1)t2t[2k ÷ (p1p2p3 … pt-1pt)]-(-1)t2t[2k ÷ (p0p1p2p3 … pt-1pt)] ＞

3(组)。 

假定函数 f(t)={2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)}-{2k-[2k

÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k÷(p0p1p2)]-2[2k÷

p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷ (p0p2p3)]-8[2k ÷

(p1p2p3)]+8[2k ÷ (p0p1p2p3)]-2[2k ÷ p4]+ … -2[2k ÷ pt]+2[2k ÷ (p0pt)]+4[2k ÷ (p1pt)]+4[2k ÷

(p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+ … +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]- … +(-1)t2t[2k ÷

(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}是发散的，即函数 f(t)是无界的； 

那么函数ψ(t)={2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)}-[{2k-2k

÷p0-2·2k÷p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k÷(p0p1p2)-2·2k

÷p3+2·2k÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷(p0p2p3)-8·2k÷

(p1p2p3)+8·2k÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)+…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t2t·2k

÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}]必定也是发散的，即函数ψ(t)是无界的； 

因为 2k-2k÷p0-2·2k÷p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k

÷(p0p1p2)-2·2k÷p3+2·2k÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷

(p0p2p3)-8·2k÷(p1p2p3)+8·2k÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)+…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t2t · 2k÷ (p0p1p2p3 … pt-1pt)=2k(1-1÷ p0)(1-2÷ p1)(1-2÷ p2)(1-2÷ p3)… (1-2÷

pt-1)(1-2÷ pt)，说明-1＜ {2k(1-1÷ p0)(1-2÷ p1)(1-2÷ p2)(1-2÷ p3)… (1-2÷ pt-1)(1-2÷

pt)}-[{2k-2k÷p0-2·2k÷p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k÷

(p0p1p2)-2·2k÷p3+2·2k÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷

(p0p2p3)-8·2k÷(p1p2p3)+8·2k÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)+…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t2t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}]＜1，故假定不成立； 

又因为设定偶数 2k≥4×1018，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 k2 的全体

素数(pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t)。 
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假定{2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)}-{2k-[2k÷p0]-2[2k

÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k÷(p0p1p2)]-2[2k÷p3]+2[2k÷

(p0p3)]+4[2k÷ (p1p3)]+4[2k÷ (p2p3)]-4[2k÷ (p0p1p3)]-4[2k÷ (p0p2p3)]-8[2k÷ (p1p2p3)]+8[2k÷

(p0p1p2p3)]-2[2k ÷ p4]+ … -2[2k ÷ pt]+2[2k ÷ (p0pt)]+4[2k ÷ (p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷

(p3pt)]+ … +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]- … +(-1)t2t[2k ÷ (p1p2p3 …

pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}是非常大的； 

那么{2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)}-[{2k-2k÷p0-2·2k

÷p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k÷(p0p1p2)-2·2k÷p3+2·2k

÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷(p0p2p3)-8·2k÷(p1p2p3)+8·2k

÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)+…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t2t·2k÷(p0p1p2p3…

pt-1pt)}]必定也是非常大的。 

因为 2k-2k÷p0-2·2k÷p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k

÷(p0p1p2)-2·2k÷p3+2·2k÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷

(p0p2p3)-8·2k÷(p1p2p3)+8·2k÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)+…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t2t · 2k÷ (p0p1p2p3 … pt-1pt)=2k(1-1÷ p0)(1-2÷ p1)(1-2÷ p2)(1-2÷ p3)… (1-2÷

pt-1)(1-2÷ pt)，说明-1＜ {2k(1-1÷ p0)(1-2÷ p1)(1-2÷ p2)(1-2÷ p3)… (1-2÷ pt-1)(1-2÷

pt)}-[{2k-2k÷p0-2·2k÷p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k÷

(p0p1p2)-2·2k÷p3+2·2k÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷

(p0p2p3)-8·2k÷(p1p2p3)+8·2k÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)+…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t2t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}]＜1，故假定不成立； 

故由此可知，函数 f(t)={2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷

pt)}-{2k-[2k÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷ (p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷ (p0p2)]+4[2k÷ (p1p2)]-4[2k÷

(p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷

(p0p2p3)]-8[2k÷ (p1p2p3)]+8[2k÷ (p0p1p2p3)]-2[2k÷ p4]+…-2[2k÷ pt]+2[2k÷ (p0pt)]+4[2k÷

(p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+… +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]-…

+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}是有界的。说明在偶数 2k 中计算

筛除{2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k÷(p1p2)+4·2k÷

(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k÷(p2p3)+4·2k÷(p0p1p3)+4·2k÷

(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)-…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t2t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}的数量与在偶数 2k 中计算筛除{[2k÷p0]+2[2k÷p1]-2[2k

÷ (p0p1)]+2[2k ÷ p2]-2[2k ÷ (p0p2)]-4[2k ÷ (p1p2)]+4[2k ÷ (p0p1p2)]+2[2k ÷ p3]-2[2k ÷

(p0p3)]-4[2k÷ (p1p3)]-4[2k÷ (p2p3)]+4[2k÷ (p0p1p3)]+4[2k÷ (p0p2p3)]+8[2k÷ (p1p2p3)]-8[2k÷

(p0p1p2p3)]+2[2k÷p4]-2[2k÷(p0p4)]-…+(-1)t-12t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t-12t[2k÷(p0p1p2p3…

pt-1pt)]}的数量，误差不会太大。 

那么则有-u＜{2k-[2k÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷ (p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷ (p0p2)]+4[2k÷



40 

 

(p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷

(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k÷pt]+2[2k÷

(p0pt)]+4[2k÷ (p1pt)]+4[2k÷ (p2pt)]+4[2k÷ (p3pt)]+…+4[2k÷ (pt-1pt)]-4[2k÷ (p0p1pt)]-4[2k÷

(p0p2pt)]-…+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}-{2k(1-1÷p0)(1-2÷

p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)}＜u，u 为比较小的正整数。 

我们在偶数 2k 中筛除 2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k

÷(p1p2)+4·2k÷(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k÷(p2p3)+4·2k÷

(p0p1p3)+4·2k÷(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)-…

+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t2t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)之后，再扩大筛除量。即再筛除{(2k

÷pt)÷p0+2·(2k÷pt)÷p1-2·(2k÷pt)÷(p0p1)+2·(2k÷pt)÷p2-2·(2k÷pt)÷(p0p2)-4·(2k

÷pt)÷(p1p2)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p2)+2·(2k÷pt)÷p3-2·(2k÷pt)÷(p0p3)-4·(2k÷pt)÷

(p1p3)-4· (2k÷pt)÷ (p2p3)+4· (2k÷pt)÷ (p0p1p3)+4· (2k÷pt)÷ (p0p2p3)+8· (2k÷pt)÷

(p1p2p3)-8·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3)+2·(2k÷pt)÷p4-2·(2k÷pt)÷(p0p4)-…+(-1)t2t·(2k÷pt)÷

(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t2t·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}。 

因为设定偶数 2k≥4×1018，那么{(2k÷pt)÷p0+2·(2k÷pt)÷p1-2·(2k÷pt)÷(p0p1)+2·(2k

÷pt)÷p2-2·(2k÷pt)÷(p0p2)-4·(2k÷pt)÷(p1p2)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p2)+2·(2k÷pt)÷p3-2·(2k

÷pt)÷(p0p3)-4·(2k÷pt)÷(p1p3)-4·(2k÷pt)÷(p2p3)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p3)+4·(2k÷pt)÷

(p0p2p3)+8·(2k÷pt)÷(p1p2p3)-8·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3)+2·(2k÷pt)÷p4-2·(2k÷pt)÷(p0p4)-…

+(-1)t2t·(2k÷pt)÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t2t·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}＞v，v 必为相当大的

正整数。 

说明 v 比 u 大得多。那么{2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k

÷(p1p2)+4·2k÷(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k÷(p2p3)+4·2k÷

(p0p1p3)+4·2k÷(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)-…

+(-1)t-12t·2k÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t-12t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}+{(2k÷pt)÷p0+2·(2k÷pt)÷

p1-2·(2k÷pt)÷(p0p1)+2·(2k÷pt)÷p2-2·(2k÷pt)÷(p0p2)-4·(2k÷pt)÷(p1p2)+4·(2k÷pt)

÷(p0p1p2)+2·(2k÷pt)÷p3-2·(2k÷pt)÷(p0p3)-4·(2k÷pt)÷(p1p3)-4·(2k÷pt)÷(p2p3)+4·(2k

÷pt)÷(p0p1p3)+4·(2k÷pt)÷(p0p2p3)+8·(2k÷pt)÷(p1p2p3)-8·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3)+2·(2k

÷pt)÷p4-2·2m÷(p0p4)-…+(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3…

pt-1pt)}比{[2k÷p0]+2[2k÷p1]-2[2k÷ (p0p1)]+2[2k÷p2]-2[2k÷ (p0p2)]-4[2k÷ (p1p2)]+4[2k÷

(p0p1p2)]+2[2k ÷ p3]-2[2k ÷ (p0p3)]-4[2k ÷ (p1p3)]-4[2k ÷ (p2p3)]+4[2k ÷ (p0p1p3)]+4[2k ÷

(p0p2p3)]+8[2k ÷ (p1p2p3)]-8[2k ÷ (p0p1p2p3)]+2[2k ÷ p4]-2[2k ÷ (p0p4)]- … +(-1)t-12t[2k ÷

(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t-12t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}大 a，a 至少为较大的正整数。 

那么{2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k÷(p1p2)+4·2k

÷(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k÷(p2p3)+4·2k÷(p0p1p3)+4·2k÷

(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)-…+(-1)t-12t·2k÷(p1p2p3…
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pt-1pt)-(-1)t-12t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}+{(2k÷pt)÷p0+2·(2k÷pt)÷p1-2·(2k÷pt)÷(p0p1)+2·(2k

÷pt)÷p2-2·(2k÷pt)÷(p0p2)-4·(2k÷pt)÷(p1p2)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p2)+2·(2k÷pt)÷p3-2·(2k

÷pt)÷(p0p3)-4·(2k÷pt)÷(p1p3)-4·(2k÷pt)÷(p2p3)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p3)+4·(2k÷pt)÷

(p0p2p3)+8·(2k÷pt)÷(p1p2p3)-8·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3)+2·(2k÷pt)÷p4-2·2m÷(p0p4)-…

+(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}-3 仍然比{[2k÷

p0]+2[2k÷p1]-2[2k÷(p0p1)]+2[2k÷p2]-2[2k÷(p0p2)]-4[2k÷(p1p2)]+4[2k÷(p0p1p2)]+2[2k÷

p3]-2[2k ÷ (p0p3)]-4[2k ÷ (p1p3)]-4[2k ÷ (p2p3)]+4[2k ÷ (p0p1p3)]+4[2k ÷ (p0p2p3)]+8[2k ÷

(p1p2p3)]-8[2k ÷ (p0p1p2p3)]+2[2k ÷ p4]-2[2k ÷ (p0p4)]- … +(-1)t-12t[2k ÷ (p1p2p3 …

pt-1pt)]-(-1)t-12t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}要大。 

说明 2k-{2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k÷(p1p2)+4·2k

÷(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k÷(p2p3)+4·2k÷(p0p1p3)+4·2k÷

(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)-…+(-1)t-12t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t-12t·2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}-{(2k÷pt)÷p0+2·(2k÷pt)÷p1-2·(2k÷pt)÷(p0p1)+2·(2k

÷pt)÷p2-2·(2k÷pt)÷(p0p2)-4·(2k÷pt)÷(p1p2)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p2)+2·(2k÷pt)÷p3-2·(2k

÷pt)÷(p0p3)-4·(2k÷pt)÷(p1p3)-4·(2k÷pt)÷(p2p3)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p3)+4·(2k÷pt)÷

(p0p2p3)+8·(2k÷pt)÷(p1p2p3)-8·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3)+2·(2k÷pt)÷p4-2·2m÷(p0p4)-…

+(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3…pt-1pt)}+3 比 2k-{2k-[2k÷

p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k÷(p0p1p2)]-2[2k÷

p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷ (p0p2p3)]-8[2k ÷

(p1p2p3)]+8[2k ÷ (p0p1p2p3)]-2[2k ÷ p4]+ … -2[2k ÷ pt]+2[2k ÷ (p0pt)]+4[2k ÷ (p1pt)]+4[2k ÷

(p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+ … +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]- … +(-1)t2t[2k ÷

(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]}要小。 

又由于 2k-{2k÷p0+2·2k÷p1-2·2k÷(p0p1)+2·2k÷p2-2·2k÷(p0p2)-4·2k÷(p1p2)+4·2k

÷(p0p1p2)+2·2k÷p3-2·2k÷(p0p3)-4·2k÷(p1p3)-4·2k÷(p2p3)+4·2k÷(p0p1p3)+4·2k÷

(p0p2p3)+8·2k÷(p1p2p3)-8·2k÷(p0p1p2p3)+2·2k÷p4-2·2k÷(p0p4)-…+(-1)t-12t·2k÷(p1p2p3…

pt-1pt)-(-1)t-12t·2k÷ (p0p1p2p3…pt-1pt)}=2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)… (1-2÷

pt-1)(1-2÷pt)＞2k÷pt。 

我们令 G=(2k÷pt)÷p0+2·(2k÷pt)÷p1-2·(2k÷pt)÷(p0p1)+2·(2k÷pt)÷p2-2·(2k÷

pt)÷(p0p2)-4·(2k÷pt)÷(p1p2)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p2)+2·(2k÷pt)÷p3-2·(2k÷pt)÷(p0p3)-4·(2k

÷pt)÷(p1p3)-4·(2k÷pt)÷(p2p3)+4·(2k÷pt)÷(p0p1p3)+4·(2k÷pt)÷(p0p2p3)+8·(2k÷pt)÷

(p1p2p3)-8·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3)+2·(2k÷pt)÷p4-2·2m÷(p0p4)-…+(-1)t-12t·(2k÷pt)÷

(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t-12t·(2k÷pt)÷(p0p1p2p3…pt-1pt)； 

那么则有 2k-[2k ÷ p0]-2[2k ÷ p1]+2[2k ÷ (p0p1)]-2[2k ÷ p2]+2[2k ÷ (p0p2)]+4[2k ÷

(p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷

(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k÷pt]+2[2k÷
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(p0pt)]+4[2k÷ (p1pt)]+4[2k÷ (p2pt)]+4[2k÷ (p3pt)]+…+4[2k÷ (pt-1pt)]-4[2k÷ (p0p1pt)]-4[2k÷

(p0p2pt)]-…+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞2k-2k÷p0-2·2k÷

p1+2·2k÷(p0p1)-2·2k÷p2+2·2k÷(p0p2)+4·2k÷(p1p2)-4·2k÷(p0p1p2)-2·2k÷p3+2·2k

÷(p0p3)+4·2k÷(p1p3)+4·2k÷(p2p3)-4·2k÷(p0p1p3)-4·2k÷(p0p2p3)-8·2k÷(p1p2p3)+8·2k

÷(p0p1p2p3)-2·2k÷p4+…-2·2k÷pt+2·2k÷(p0pt)+4·2k÷(p1pt)+4·2k÷(p2pt)+4·2k÷(p3pt)+…

+4·2k÷(pt-1pt)-4·2k÷(p0p1pt)-4·2k÷(p0p2pt)-…+(-1)t2t·2k÷(p1p2p3…pt-1pt)-(-1)t2t·2k

÷(p0p1p2p3…pt-1pt)-G+3=2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)-G+3

＞2k÷pt-G+3。 

又由于 2k÷pt-G+3＞2k÷pt÷pt+3＞3。 

故 2k-[2k÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k÷

(p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷

(p0p2p3)]-8[2k÷ (p1p2p3)]+8[2k÷ (p0p1p2p3)]-2[2k÷ p4]+…-2[2k÷ pt]+2[2k÷ (p0pt)]+4[2k÷

(p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+… +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]-…

+(-1)t2t[2k÷ (p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷ (p0p1p2p3…pt-1pt)]＞2k(1-1÷p0)(1-2÷p1)(1-2÷

p2)(1-2÷p3)…(1-2÷pt-1)(1-2÷pt)-G+3＞3。 

又根据定理 1.1 和定理 1.2，设奇素数 pt+2 为奇素数 pt+1 后面的第一个奇素数，当偶数

2k 为集合{pt+1
2，(pt+1

2+1)，(pt+1
2+2)，(pt+1

2+3)，…，pt+2
2}中的偶数时，集合{[ k2 ]，[ k2 ]+1，

[ k2 ]+2，[ k2 ]+3，…，2k}中任一奇合数 b，奇合数 b 均能被集合{p1，p2，p3，…，pt，

pt+1}中某一个奇素数 pi(i=1，2，3，…，t，t+1)整除。 

同理可得 2k-[2k ÷ p0]-2[2k ÷ p1]+2[2k ÷ (p0p1)]-2[2k ÷ p2]+2[2k ÷ (p0p2)]+4[2k ÷

(p1p2)]-4[2k ÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷

(p0p1p3)]-4[2k÷(p0p2p3)]-8[2k÷(p1p2p3)]+8[2k÷(p0p1p2p3)]-2[2k÷p4]+…-2[2k÷pt+1]+2[2k÷

(p0pt+1)]+4[2k ÷ (p1pt+1)]+4[2k ÷ (p2pt+1)]+4[2k ÷ (p3pt+1)]+ … +4[2k ÷ (ptpt+1)]-4[2k ÷

(p0p1pt+1)]-4[2k÷(p0p2pt+1)]-…+(-1)t+12t+1[2k÷(p1p2p3…ptpt+1)]-(-1)t+12t+1[2k÷(p0p1p2p3…ptpt+1)]

＞3。 

所以综合前面第三步中的 i，ii，iii；由数学归纳法可知，对于任一 2mα筛子，2m≥

4×1018，设素数 p0，p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 m2 的全体素数,pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，

1，2，3，…，t； 

则 有 2m-[2m ÷ p0]-2[2m ÷ p1]+2[2m ÷ (p0p1)]-2[2m ÷ p2]+2[2m ÷ (p0p2)]+4[2m ÷

(p1p2)]-4[2m ÷ (p0p1p2)]-2[2m ÷ p3]+2[2m ÷ (p0p3)]+4[2m ÷ (p1p3)]+4[2m ÷ (p2p3)]-4[2m ÷

(p0p1p3)]-4[2m÷(p0p2p3)]-8[2m÷(p1p2p3)]+8[2m÷(p0p1p2p3)]-2[2m÷p4]+…-2[2m÷pt]+2[2m

÷(p0pt)]+4[2m÷(p1pt)]+4[2m÷(p2pt)]+4[2m÷(p3pt)]+…+4[2m÷(pt-1pt)]-4[2m÷(p0p1pt)]-4[2m

÷(p0p2pt)]-…+(-1)t2t[2m÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2m÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞3 组。 

再综合前面第一步和第二步以及第三步的情形，则有 2m-2m÷p0-d1·[2m÷p1]+d1·[2m
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÷(p0p1)]-d2·[2m÷p2]+d2·[2m÷(p0p2)]+d1·d2·[2m÷(p1p2)]-d1·d2·[2m÷(p0p1p2)]-d3·[2m

÷p3]+…-dt·[2m÷pt]+…+(-1)td1·d2·d3·…dt-1·dt·[2m÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)td1·d2·d3·…

dt-1·dt·[2m÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]≥2m-[2m÷p0]-2[2m÷p1]+2[2m÷(p0p1)]-2[2m÷p2]+2[2m÷

(p0p2)]+4[2m ÷ (p1p2)]-4[2m ÷ (p0p1p2)]-2[2m ÷ p3]+2[2m ÷ (p0p3)]+4[2m ÷ (p1p3)]+4[2m ÷

(p2p3)]-4[2m÷ (p0p1p3)]-4[2m÷ (p0p2p3)]-8[2m÷ (p1p2p3)]+8[2m÷ (p0p1p2p3)]-2[2m÷p4]+…

-2[2m ÷ pt]+2[2m ÷ (p0pt)]+4[2m ÷ (p1pt)]+4[2m ÷ (p2pt)]+4[2m ÷ (p3pt)]+ … +4[2m ÷

(pt-1pt)]-4[2m ÷ (p0p1pt)]-4[2m ÷ (p0p2pt)]- … +(-1)t2t[2m ÷ (p1p2p3 … pt-1pt)]-(-1)t2t[2m ÷

(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞3 组。其中 di=1 或 2(i=1，2，3，…，t)。当偶数 2m 中含有奇素数因子

pi时，则 di取值为 1；当偶数 2m 中不含有奇素数因子 pi时，则 di取值为 2。 

综上所述，对于“非负整数+非负整数=2m”共有 2m 个组数中，通过筛法计算筛除了

含有偶数的所有组数，计算筛除了含有奇合数的所有组数；并且我们在设计的计算程序中，

对于奇素数 p1，p2，p3，…，pt之中存在有“奇素数+奇素数=2m”的情形所对应的组数也被

全部计算筛除了，对于“奇合数+奇合数=2m”的情形所对应的组数，我们在设计中计算筛

除的时候，可能还被重复计算筛除了；尽管在我们的设计中不可避免地多计算筛除了不需要

筛除的组数，尽管我们还把[1+(2k-1)]和[(2k-1)+1]这两组再排除，按照这样的操作程序，其

结论是我们仍然能够判定还有剩余的组数。那么剩余的组数必定是只含有奇素数的组数，即

只能是“奇素数+奇素数=2k”的情形。 

故任一不小于 6 的偶数均可表为两个奇素数之和。 

六、证明“孪生素数猜想”：即在自然数中，存在无穷多个素数 p，有(p+2)也是素数
[2][3][4]

  

证明：对于“孪生素数猜想”[1]，最初由古希腊数学家欧几里得提出，表述为：在自然

数中，存在无穷多个素数 p，有(p+2)也是素数。我们仍然探讨一种较为简捷的证明方法，要

证明“孪生素数对”无穷多，实际上也是通过顺筛的办法，整理归纳奇合数的情形，用数学

归纳法间接证明“孪生素数猜想”。顺筛就是筛出掉不大于偶数 2k(k≥3)的全体奇合数。证

明的程序也是构建一个筛选数学模型，即对于任一偶数 2k(k≥3)，把它看成是由一条上轴与

一条下轴平行方向均向右的数轴组成的呈轴对称的一个平面图形， 这样就构建了一个双轴

同向的筛选数学模型，称为 2kβ筛子。如下图： 

 p1   4  p2   6  p3  9 … pt  …     2k-2  2k-1   2k   2k+1  2k+2  

 

 

 1  p0  p1   4 p2   p3    …  pt  … 2k-4  2k-3  2k-2  2k-1   2k 

 数学模型筛选原则：对于某一 2kβ筛子，在上轴中筛除某些整数，这些整数在下轴中

分别对应的整数也一并筛除；在下轴中筛除某些整数，这些整数在上轴中分别对应的整数也

一并筛除。 

我们在 2kβ筛子中筛除下列情形： 
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①上轴中的奇合数-下轴中的奇合数=2 的情形， 

②上轴中的奇素数-下轴中的奇合数=2 的情形， 

③上轴中的奇合数-下轴中的奇素数=2 的情形， 

④上轴中的偶数-下轴中的偶数=2 的情形。 

⑤再筛出 3-1 这一组。 

通过上述这样的筛出程序后，与“哥德巴赫猜想”的证明方法，同理可判定“孪生素数

对”无穷多。 

假定在自然数中，“孪生素数对”是有限的。不妨假定有限的孪生素数对只在集合{p1，

p2，p3，…，ph}中，集合{p1，p2，p3，…，ph}中的元素是由不大于奇素数 ph的全体奇素数

组成的集合。 

对于任一相当大的偶数 2k，偶数 2k＞ph
2。特别当偶数 2k＞4×1018 时，不妨设素数 p0，

p1，p2，p3，…，pt 均为不大于 k2 的全体素数,pi＜ pj ，i＜j，i、j=0，1，2，3，…，t；

证明“孪生素数猜想”其实就是与证明“哥德巴赫猜想”中最大化筛出的情形同样的方法来

处理。即可得出如下结论： 

2k-[2k÷ p0]-2[2k÷ p1]+2[2k÷ (p0p1)]-2[2k÷ p2]+2[2k÷ (p0p2)]+4[2k÷ (p1p2)]-4[2k÷

(p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷

(p0p2p3)]-8[2k÷ (p1p2p3)]+8[2k÷ (p0p1p2p3)]-2[2k÷ p4]+…-2[2k÷ pt]+2[2k÷ (p0pt)]+4[2k÷

(p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+… +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]-…

+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞3。对于 2kβ筛子这样的筛除情

形，理论上来说，“上轴中的奇合数-下轴中的奇合数=2”的情形所对应的组数中任一组数都

只能被计算筛除一次，但是在实际计算筛除时，对于“上轴中的奇合数-下轴中的奇合数=2”

的情形，如出现了上轴中的奇合数与下轴中的奇合数没有大于 2 的公因数，这样的组数在计

算筛除时，实际上是计算了两次；而在素数 p0，p1，p2，p3，…，pt 之中存在的孪生素数所

对应的对数被全部计算筛除了；就是在这样的筛除情形下仍然还有剩下的情形，那么剩下的

情形就是“奇素数-奇素数=2”的情形,并且不是集合{p1，p2，p3，…，pt}中的孪生素数,那

么区间[(pt+1)，2k]中至少有一对孪生素数。 

因为在 2k-[2k÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k

÷ (p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷

(p0p2p3)]-8[2k÷ (p1p2p3)]+8[2k÷ (p0p1p2p3)]-2[2k÷ p4]+…-2[2k÷ pt]+2[2k÷ (p0pt)]+4[2k÷

(p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+… +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]-…

+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]的筛法计算中，在素数 p0，p1，p2，

p3，…，pt 之中存在的孪生素数所对应的对数被全部计算筛除了。说明在素数 p0，p1，p2，

p3，…，ph之中存在的孪生素数所对应的对数被全部计算筛除了。 

然而 2k-[2k÷p0]-2[2k÷p1]+2[2k÷(p0p1)]-2[2k÷p2]+2[2k÷(p0p2)]+4[2k÷(p1p2)]-4[2k÷

(p0p1p2)]-2[2k ÷ p3]+2[2k ÷ (p0p3)]+4[2k ÷ (p1p3)]+4[2k ÷ (p2p3)]-4[2k ÷ (p0p1p3)]-4[2k ÷
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(p0p2p3)]-8[2k÷ (p1p2p3)]+8[2k÷ (p0p1p2p3)]-2[2k÷ p4]+…-2[2k÷ pt]+2[2k÷ (p0pt)]+4[2k÷

(p1pt)]+4[2k ÷ (p2pt)]+4[2k ÷ (p3pt)]+… +4[2k ÷ (pt-1pt)]-4[2k ÷ (p0p1pt)]-4[2k ÷ (p0p2pt)]-…

+(-1)t2t[2k÷(p1p2p3…pt-1pt)]-(-1)t2t[2k÷(p0p1p2p3…pt-1pt)]＞3，说明区间[(pt+1)，2k]中至少有

一对孪生素数。这与前面的假定在自然数中，“孪生素数对”是有限的产生了矛盾。故假定

不能成立。 

在研究“哥德巴赫猜想”和“孪生素数猜想”的过程中，我们还发现了与奇素数相关的

一些有趣的数学现象。具体归纳提炼为如下数学问题： 

数学问题 1：对于任一集合 A，A=｛p1，p2，p3，…，p n ｝，p i<p j(i<j)，集合 A 中的

元素均为奇素数，若集合｛6，8，10，…，2m-2｝中任一偶数 M，M=p i + p j，p i∈A，p j

∈A，m∈N，m≧4。则集合｛2m-p1，2m-p2，2m-p3，…，2m-pn｝中至少有一个奇素数。 

 我们具体分析剖析“数学问题 1”与“哥德巴赫猜想”的关系。“哥德巴赫猜想”只是

提出任何一个不小于 6 的偶数均可表为两个奇素数之和。“哥德巴赫猜想”这个提法比较笼

统，没有具体细化。对于“哥德巴赫猜想”，只要证明任何一个不小于 6 的偶数均可表为两

个奇素数之和即可。前面证明的过程完全是把有限范围内的素数全部用上。而“数学问题 1”

就没有硬性规定必须把有限范围内的素数全部用上，其原因是集合｛p1，p2，p3，…，p n ｝

中的全体奇素数并没有硬性规定必须由不大于奇素数 p n的全体奇素数组成。比如集合｛3，

5，7，11，17，23，29｝，而集合｛6，8，10，…，34，36｝中任一偶数 M，偶数 M 均能表

为集合｛3，5，7，11，17，23，29｝中的两个奇素数之和。那么集合｛38-3，38-5，38-7，

38-11，38-17，38-23，38-29｝中至少有一个奇素数。而 38-7=31，31 为奇素数。说明“数

学问题 1”包涵“哥德巴赫猜想”，而“哥德巴赫猜想”不包涵“数学问题 1”。 

数学问题 2：对于任一不小于 4的偶数M，均有M=pi-qj，pi和 qj均为奇素数，且M<pi<2M。 

比如：4=7-3，6=11-5。 

数学问题3：对于任一不小于24的偶数M，均有M=ai-bj，ai和bj均为奇合数，且M<ai<2M。 

比如 24=45-21，26=51-25，28=55-27。 

数学问题 4：存在无穷多集合 A1，A2，A3，…，Am，…；Ai≠Aj(i≠j)，且任一集合 Ai(i=1，

2，3，…，n，…)中的元素均为奇素数，则对于任一集合 Ai，集合 Ai均满足下列两种情形： 

(1)、任一不小于 6 的偶数 M，M=p+q，p∈Ai，q∈Ai； 

(2)任一不小于 9 的奇数 R，R=p+q+g， p∈Ai，q∈Ai，g∈Ai。 

对于数学问题 4，如果有数学问题 1 成立，那么必然有数学问题 4 成立。 

数学问题 5：对于任一集合 A，A=｛p1，p2，p3，…，pk｝，p i<p j(i<j)，集合 A 中的元

素均为奇素数，k∈N，若集合｛4，6，8，10，…，2m-2｝中的任一偶数Ｍ，偶数Ｍ均可表

为集合 A 中的两个均不大于该偶数两倍的奇素数之差，m∈N，m≧3，奇素数 p1，p2，p3，…，

ph均为集合 A 中小于偶数 2m 的全体奇素数，h∈N，奇素数 q1，q2，q3，…，qt均为集合 A

中大于偶数 2m 而小于偶数 4m 的全体奇素数，t∈N；则集合{p1+2m，p2+2m，p3+2m，…，

ph+2m}∪{q1-2m，q2-2m，q3-2m，…，qt-2m}中至少有一个奇素数。 
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我们具体分析剖析“数学问题 5”与“数学问题 2”的关系。“数学问题 2”只是提出任

一偶数 M，M 均可表为两个奇素数之差(对于任一不小于 4 的偶数 M，均有 M=pi-qj，pi和

qj 均为奇素数，且 M<pi<2M)。“数学问题 2”这个提法比较笼统，没有具体细化。对于“数

学问题 2”，只要证明任一偶数 M，M 均可表为两个奇素数之差(对于任一不小于 4 的偶数 M，

均有 M=pi-qj，pi 和 qj 均为奇素数，且 M<pi<2M)即可。证明的过程完全可以把有限范围内

的素数全部用上。而“数学问题 5”就没有硬性规定必须把有限范围内的素数全部用上，其

原因是集合｛p1，p2，p3，…，pk｝中的全体奇素数并没有硬性规定必须由不大于奇素数 pk

的全体奇素数组成。比如集合｛3，5，7，11，17，23，29,41,43,71｝，而集合｛2,4,6，8，

10，…，40，42｝中任一偶数 M，偶数 M 均能表为集合｛3，5，7，11，17，23，29,41,43,71｝

中的两个奇素数之差。那么集合｛44+3，44+5，44+7，44+11，44+17，44+23，44+29,44+41,44+43｝

∪｛71-44｝中至少有一个奇素数。而 44+3=47，47 为奇素数。说明数学问题 5 包涵“数学

问题 2”，而“数学问题 2”不包涵数学问题 5。 

数学问题 6：存在无穷多集合 A1，A2，A3，…，Am，…；Ai≠Aj(i≠j)，且任一集合 Ai

中的元素均为奇素数，i=1，2，3，…，n，…，则对于任一集合 Ai，集合 Ai 均满足：任一

不小于 4 的偶数Ｍ，偶数Ｍ均可表为集合 Ai中的两个均不大于该偶数两倍的奇素数之差。 

对于数学问题 6，如果有数学问题 5 成立，那么必然有数学问题 6 成立。 

数学问题 7：对于任何一个不小于 6 的偶数 M，该偶数 M 可表为“奇素数+奇素数”的

所有情形中至少有一个奇素数是一对孪生素数中的奇素数。 

比如：6=3+3，3 是孪生素数 3 和 5 中的奇素数； 

94=5+89=11+83=23+71=41+53，5 是孪生素数 5 和 7 中的奇素数，11 是孪生素数 11 和

13 中的奇素数，71 是孪生素数 71 和 73 中的奇素数，41 是孪生素数 41 和 43 中的奇素数。 

数学问题 8：对于任一不小于 4 的偶数 M，该偶数 M 可表为“M=pi-qj，pi和 qj 均为奇

素数，且 M<pi<2M”的所有情形中至少有一个奇素数是一对孪生素数中的奇素数。         

比如：4=7-3，3 是孪生素数 3 和 5 中的奇素数，7 是孪生素数 5 和 7 中的奇素数； 

10=13-3=17-7，3 是孪生素数 3 和 5 中的奇素数，7 是孪生素数 5 和 7 中的奇素数，13

是孪生素数 11 和 13 中的奇素数，17 是孪生素数 17 和 19 中的奇素数。 
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