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摘要:本文主要针对数学基础的研究，运用的学科知识主要为集合论、实分析，主要目的是

对实数与有理数及无理数稠密性的探讨以及对实数域的完备性进行讨论，指出传统实数域的

不完备，并引入“混沌”的概念以扩展实数域概念。 
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Abstract: This paper mainly focuses on the research of mathematical foundations. The main 
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主要目的是对实数与有理数及无理数稠密性的探讨以及对实数域的完备性进行讨论，指出传

统实数域的不完备，并引入“混沌”等概念以扩展实数域概念。 

在文中，首先肯定了无穷大的存在性，即无穷大是存在的；肯定了无穷小的存在性，即

无穷小是存在的。同时根据集合论最基本的知识：不存在最大的基数，即不存在最大的无穷

大；每一个无穷大都可唯一对应一个无穷小量，所以也不存在最小的无穷小量。 

集合论作为现代数学的一个重要根基，其对数学的几乎所有分支都有重要的意义。 

本文以集合论基本知识，通过基本逻辑演绎，展开分析。主要对实数域概念的完备性进

行探讨。 

1 超扩充实数系 

定义 1.1 超扩张实数系(transcendentally extended real number system)是实数加上基数

的集合。 

以下若无特殊说明，一维函数的定义域为超扩充实数系(𝕋ℝ)。 

2 超扩充实数系一维函数在不同无穷大下的函数值 

论点 

超扩张实数系一维函数在不同无穷大下的函数值不一定相同。 

证明 

设超扩充实数系中全体一维函数组成的集合为 F 

首先，对于任意的常值函数，显然在实数域上各点的函数值相同，所以在无穷处显然函

数值不变。所以一定存在一组超扩充实数域一维函数在每个无穷处的函数值相同。 

取 F 中一函数𝑓(𝑥) =
1

𝑥
(𝑥 ≠ 0) 

因为 ℵ0 < ℵ1 

所以
1

ℵ0
>

1

ℵ1
 

即𝑓(𝑥)在两个不同无穷处的函数值不同   

所以在 F 中至少存在一个子集，其中各元素在不同无穷下的函数值不一定相同。 

 

结论： 

通过不同的基数，都可以找到唯一与之对应的无穷小量；从这点出发可以得到相应结论。 

https://baike.baidu.com/item/%E5%AE%9E%E6%95%B0/296419?fromModule=lemma_inlink
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推论 1 

超扩充实数域一维函数在不同无穷小下的函数值不一定相同。 

推论 2 

每个基数对应的无穷小量均大于 0 

证明： 

ℵ0 < ℵ1 

对任意的ℵ，
1

ℵ
≥ 0 

所以
1

ℵ0
≥ 0 

若
1

ℵ0
=0 

又因为
1

ℵ0
>

1

ℵ1
 

所以
1

ℵ1
< 0 

矛盾 

所以对任意的ℵ，其对应的无穷小量均大于 0 

当无穷大递增时，对应的无穷小递减，且趋于 0。而在实际运算中1 0⁄ 是无意义的。显

然可以将所有基数组成的集合与所有无穷小量组成的集合建立对等关系，而且两个集合中的

对应元素乘积为 1。所以对于无穷小量集合的趋近值 0，我们也可以相应的找到一个无穷大

量集合的趋近值使其与 0 相乘为 1。 

定义：称一个数为绝对无穷，记为“ℶ”。若对于所有的基数，其趋于ℶ，但始终小于ℶ。 

性质：与 0 对应，可以得出ℶ相应的性质。 

1. ℶ不存在正负 

2. ℶ与任意非 0 数相乘还是ℶ 

3. 对任意的邻域�̅�(ℶ, 𝛿),都存在一个正无穷大量与负无穷大量 

4. ℶ的倒数为 0 

5. 加上一个实数为一个对应的无穷大量 

若引入ℶ的概念，可以发现，直线与传统意义下的欧几里得几何似乎有了不小的差异。若

将其放在黎曼几何下，或许更加合理。但是这确确实实定义在欧氏几何中。 

显然，其确实符合欧氏几何，而且也符合相应的集合论知识。但这又产生了矛盾，那么只

有一种可能：扩展后的坐标轴并非直线。 

根据测度，我们知道直线上的点是测度为 0 的。但对于任意一个无穷大ℵ，𝑛 + ℵ = ℵ(𝑛 ∈

ℝ) 
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所以通过测度的定义，每个基数的测度均大于 0，同时可知每个基数的测度均为无穷大，

即可以建立一个基数集映射关系。且两个相邻基数之间为一个混沌数(相关要点请见后文)。 

每个基数点，若是在直线上，根据测度以及点的欧几里德几何基本定义，其长度应为 0。

但是每个基数点都对应一段长度，这与传统的点相矛盾。所以基数点并非传统定义的点。又

可得出：扩展后的坐标轴并非直线。 

对此，我们可以定义这扩展后的“直线”为空间圆环(或𝒁~直线)。 

定义 2.1 在欧几里德空间中，一部分物质存在于欧式空间，但无法用欧式空间表示，则

称这些物质为隐物质，所处的空间为隐欧几里德空间。 

显然，空间圆环相对传统直线的扩充部分为隐物质，处于隐欧几里德空间。 

3 无穷处的极限与函数实际值 

论点 

超扩充实数域一维函数在定义域上各点处的极限与实际函数值不一定相同，即使数值相

同，其本质含义一定不同。 

证明 

根据极限的定义，一点处的极限与实际函数值本质含义不同显然成立。 

(1)首先，对于任意的常值函数，在其定义域上各点的极限与函数实际取值一定相同。所

以一定存在一组实数域一维函数在其定义域上各点处的极限与实际函数值相同。 

(2)取 F 中一函数𝑓(𝑥) = {
1  , 𝑥 < 0
0  , 𝑥 = 0
1  , 𝑥 > 0

 

显然在 x=0 处𝑓(𝑥)的极限为 1，但𝑓(0) = 0 ≠ 1 

所以在 F 中至少存在一个子集，其中各元元素在定义域上各点处的极限与实际函数值

不一定相同，即使数值相同，其本质含义一定不同。 

(3)取 F 中一函数𝑓(𝑥) =
1

𝑥
(𝑥 ≠ 0) 

根据极限，有：lim
𝑥→ℵ

1

𝑥
= 0 

而𝑓(ℵ) =
1

ℵ
> 0 

所以 x 取任何基数时，极限始终为零，而实际函数值为相应的无穷小量 

 

结论 

极限是一个趋近的过程，是近似的。一维函数上，两侧极限是趋近于一点的，无论实际
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所得数值是否与该点实际函数值相同，其本质含义是不同的。 

4 比 1 小的最大实数 

考察函数𝑓(𝑥) = 1 −
1

10𝑥 (𝑥 ∈ ℕ+ ∪ {ℵ0}) 

探讨该函数，我们可以通过考察数列{1 −
1

10𝑛}来实现 

对于该数列，可以找到一对互相对等的集合： 

Nine={0.9,0.99,0.999 … }~{1,2,3 … } 

显然该数列可以与正自然数集对等，所以两个集合的基数相等，为ℵ0 

可知对于∀𝑛 ∈ ℕ   都有𝑛 ≤ ℵ0 

所以对于∀𝑛 ∈ 𝑁𝑖𝑛𝑒 都有𝑛 ≤ 1 −
1

10ℵ0
< 1 

假设存在一个实数 x，使得1 −
1

10ℵ0
< 𝑥 < 1 

对于实数 1 和 2，可以在 1 的小数第一位加 9，使其变换为 1.9，通过这样的变换，可

以得到一个大于 1，小于 2 的最大的一位小数。同理，可以再进行一次变换，使 1.9 变换为

1.99，这样可以得到一个大于 1.9 小于 2 的最大两分位小数。若对两个负数同理(为了便于

讨论，不妨将这种变换定义为“第一类逼近变换”)。 

定理 4.1 任意两个同号有限位小数一定可以进行第一类逼近变换。 

对于实数 1.235 和 2，可以将 1.235 后的任一小数变为 9，得到一个大于等于 1.235 的

实数。可以将 1.235 变为 1.935、1.295、1.239，也可以变为 1.235009(第六位小数也是存

在的，只是数值为 0)。显然第一类逼近变换是该变换的一种特殊形式。定义这种变换为第二

类逼近变换。 

定理 4.2 对于任何两个实数 a，b，若在其数域中，存在一个 x，使得 a<x<b 的充要条件

是，a 对 b 可以进行第二类逼近变换。 

所以，若存在一个实数 x，使得1 −
1

10ℵ0
< 𝑥 < 1，则一定存在一个第二类逼近变换，使

1 −
1

10ℵ0
变换到𝑥0。 

根据定义可得，𝑥 ∈ 𝑁𝑖𝑛𝑒 

又因为对于∀𝑛 ∈ 𝑁𝑖𝑛𝑒 都有𝑛 ≤ 1 −
1

10ℵ0
 

所以𝑥0 ≤ 1 −
1

10ℵ0
，与假设矛盾 

所以不存在 x 使得1 −
1

10ℵ0
< 𝑥 < 1，即1 −

1

10ℵ0
是小于 1 的最大实数 
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推论 

(1)1 +
1

10ℵ0
是大于 1 的最小实数 

(2)
1

10ℵ0
是最小的正实数 

(3)ℵ1 = 2ℵ0 

推论证明 

(1)(2)根据上文直接得证 

(3)：因为
1

10ℵ0
是最小的正实数 

所以在(0,1]上至多有10ℵ0 + 1个实数 

即(0,1]̿̿ ̿̿ ̿̿ = 10ℵ0 + 1 = 10ℵ0 = 2ℵ0 

又因为ℝ̿ = ℵ1 = (0,1]̿̿ ̿̿ ̿̿ = 2ℵ0 

5 实数域中有理数与无理数之间的关系 

(以下为讨论的便利，不妨令
1

10ℵ0
= 𝑑) 

论点 

d 是无理数 

证明 

归谬法：假设 d 是有理数 

因为 nd=d 

所以以下为讨论便利，不讨论 d 的有限倍数，且设全体基数组成的集合为𝔸 

对于∀𝑎 ∈ ℚ 

𝑎 + 𝑑, 𝑎 − 𝑑 ∈ ℚ 

所以𝑎 + 2𝑑, 𝑎 − 2𝑑 ∈ ℚ 

所以ℝ = ℚ，与实际矛盾 

同理，若 d 是有理数，则同样可以推出ℝ = ℂ𝕣ℚ，同样与实际相矛盾。 

 

假设 d 是无理数，则 d 是绝对值最小的无理数 

对于∀𝑎 ∈ ℚ 

𝑎 + 𝑑, 𝑎 − 𝑑 ∈ ℂ𝕣ℚ 
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所以，对于任意实数域上的有理数，其两侧(小于该有理数的最大实数与大于该有理数

的最小实数)为无理数。 

对于𝑏 ∈ ℂ𝕣ℚ 

若 b=a+d 

则𝑏 − 𝑑 ∈ ℚ ∧ 𝑏 + 𝑑 ∈ ℂ𝕣ℚ 

若 b=a-d 

则𝑏 + 𝑑 ∈ ℚ ∧ 𝑏 − 𝑑 ∈ ℂ𝕣ℚ 

若 b=a+kd(𝑘 ∈ {𝑘 ∈ 𝔸}) 

则𝑏 + 𝑑, 𝑏 − 𝑑 ∈ ℂ𝕣ℚ 

 

综上，当 d 是无理数时，可得有理数的一种情况与无理数的三种情况，且有理数和无理

数与实数的关系是符合逻辑且不矛盾的，所以 d 是无理数，且是绝对值最小的无理数(为了

讨论的便捷，不妨定义 d 为最小无理元) 

6 实数域的划分。 

论点 

实数域不是简单的等同于全体实数的集合，且实数域可划分为三部分：ℚ、ℂ𝕣ℚ、𝔻。

(其中𝔻并非一种具体、实际的数集，是一种模糊的、假想的数集，用于连接每个实数，所

以实数任然只可有且仅有一个划分，即ℚ、ℂ𝕣ℚ) 

证明 

首先𝑑 + 𝑛 ≠ 𝑑,根据测度，点 d 的长度为 0 

其次，𝑛𝑑 = 𝑑 

可以运用戴德金原理(Dedekind principle)的思想： 

已知 d 是最小无理元，且 d 是最小的正实数，d 是大于 0 的最小实数，0 是小于 d 的最

大实数。所以显然在 0 和 d 之间是不含任何的实数。 

对于 0 和 d，可以得到一个开区间：(0, 𝑑) 

若对这一段区间进行分割，可以得到一个“数” 

因为0 < 𝑑 

所以(0, 𝑑)是有意义的，即在实数域上存在元素属于这个区间，但这元素不属于实数。 

既然(0, 𝑑)是存在，且有意义的。定义这样的区间为混沌区间(𝕕)(其子区间也为混沌区间)。

定义实数域上包含所有混沌区间的集合为混沌域，记为𝔻，其中的元素定义为混沌数 
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7 混沌 

混沌的两个性质 

1.主要起连接作用，使实数域具有真正的稠密性(一般的，实数域指全体实数组成的集

合，其稠密性是指任意两个实数(相差无穷个 d)之间存在无穷多个实数) 

2.任意混沌区间是绝对稠密的，即任意的𝕕无法通过分割得到一个数，使其不属于𝕕 

3.混沌域包含于隐欧几里德空间，混沌是隐物质概念。 

空间圆环与混沌 

混沌的分布：在一般实数轴上，每两个实数可唯一确定一个混沌区间，且每一段混沌区

间都是相似的(可以平移不变) 

在 Z~直线上，在实数轴的扩展部分，每两个基数点确定一个混沌点，且该混沌点是两

个基数点的转变点(即两相邻基数点以对应的混沌点分界)。 

在一般实数轴与ℵ0点之间存在一个混沌点，且该混沌点是使实数轴扩展为 Z~直线的边

界点。 

结论： 

混沌数使实数轴具有完备性，且使实数域具有完备性 

 

实数域的定义 

总结全文，可以进一步定义实数域： 

定义 7.1：记 Z~直线非一般实数轴的部分的非混沌数为无穷大数。 

定义 7.2：扩充实数域(extended real number field)是由实数、混沌数组成的有理集合，

具有连续性、完备性、有效性。 

定义 7.3：超扩充实数域(transcendentally extended real number field)是在扩充实数域的

基础上向隐欧几里得空间延拓，包含无穷大数。 
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