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摘要：本文系统地探索剖析了“abc 猜想”的一般形式。“abc 猜想”最先由英国数学家大

卫·马瑟（David Masser）及法国数学家乔瑟夫·奥斯达利（Joseph Oesterlé）于 1985

年独自提出，一直未能证明。其名字来自把猜想中涉及的三个数字称为 a，b，c的做法。即

对于∀ε＞0,存在常数 kε＞0，并对于任何三个满足 a+b＝c 以及 a 和 b 互质的正整数 a，

b，c；则有：kε·rad(a·b·c)1+ε＞c。其中 rad(a·b·c)表示(a·b·c)中无重复质因

数的积。证明的方法：对于任意 a+b＝c 以及 a 和 b 互质的正整数 a，b，c，首先判别 rad

（a）和 rad（b）以及 rad（c）中至少有一个是可变的；其次对于 c÷a 或 c÷b，转换到特定

的连续函数上来处理，根据连续函数的加减乘除仍是连续函数以及有界函数三段论的判别方

法，证明其特定的连续函数存在极限，极限存在必有界；再其次对于 a÷rad（a）或 b÷rad

（b）或 c÷rad（c），仍然转换到特定的连续函数上来处理，根据连续函数的加减乘除仍是

连续函数以及有界函数三段论的判别方法，证明其特定的连续函数存在极限，极限存在必有

界；最终总能得到一个常数 H，使得 H·rad（a）·rad（b）·rad（c）≥c恒成立。即“abc

猜想”成立。 
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“abc 猜想”最先由英国数学家大卫·马瑟（David Masser）及法国数学家乔瑟夫·奥

斯达利（Joseph Oesterlé）在 1985 年独自提出，一直未能证明。其名字来自把猜想中涉及

的三个数字称为 a，b，c 的做法。它说明对于∀ε＞0,存在常数 kε＞0，并对于任何三个满

足 a+b＝c以及 a和 b 互质的正整数 a，b，c。则有：kεrad(abc)
1+ε

＞c。其中 rad(a·b·c)

表示(a·b·c)中无重复质因数的积。2012 年 8 月，日本京都大学数学家 Shinichi 

Mochizuki(望月新一)在他自己的私人网页上公布了有关 abc 猜想（abc conjecture）长达

500 页的证明。望月新一的研究工作与前人的努力并没太多关联。他建立了一套全新的数学

方法，使用了一些全新的数学“对象”——这些抽象实体可类比为我们比较熟悉的几何对象、

集合、排列、拓扑和矩阵，只有极少的数学家能够完全理解望月新一的这些数学“对象”。

就如同戈德费尔德所说：“在当今，他或许是唯一一个完全掌握这套方法的人”。目前尚未

被证实整个证明过程是正确无误的，但包括陶哲轩在内的一些著名数学家均对此给出了一定

的评价。又经过长达八年多的漫长审稿之路，最终日本京都大学数理解析研究所（RIMS）宣

布接收并将正式发表这篇论文。这篇论文终于刊登在了该研究所编撰的国际专业期刊《PRIMS》

特刊电子版上。 

对于 a+b＝c 以及 a和 b互质的正整数 a，b，c。我们归纳为如下情形： 

（1）a+b＝c，令 c=K 为恒定的值，则 a+b＝K。 

（2）a+b＝c，令 a=R 为恒定的值，则 R+b＝c。 

（3）a+b＝c，令 b=R 为恒定的值，则 a+R＝c。         

（4）a+b＝c，a 和 b 以及 c均不为恒定的值。 

我们分别对（1）和（2）以及（3）和（4）的情形进行了分类分析，总结，最终判定“abc

猜想”成立。 

 

一、 函数有界的情形分析   

（一）有界函数 

定义 1.1：设 f(x)是区间 E上的函数。若对于任意的 x∈E，存在常数 m和 

M，使得 m≤f(x)≤M，则称 f(x)是区间 E 上的有界函数。其中 m 称为 f(x)在区间 E 上的下

界，M称为 f(x)在区间 E上的上界
[4]
。 

定义 1.2：函数 f(x)为定值时，称函数 f(x)为不变函数；函数 f(x)不为定值时，称函

数 f(x)为可变函数。 
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（二）有界函数的某些性质 

引理 1.1:区间 E 上的有界函数加有界函数是有界的。 

证明：设 f1(x)是区间 E上的有界函数，由定义 1.1 可知，那么对于任意的 x∈E，存在

常数 m和 M，使得 m≤f1(x)≤M。设 f2(x)是区间 E上的有界函数，由定义 1.1 可知，那么对

于任意的 x∈E，存在常数 m′和 M′，使得 m′≤f2(x)≤M′。因为 m+m′≤m+M′，

m+m′≤M+m′，m+M′≤M+M′，M+m′≤M+M′，那么 m+m′≤f1(x)+f2(x)≤M+M′。故引理 1.1

成立。 

引理 1.2:区间 E 上的有界函数减有界函数是有界的。 

证明：设 f1(x)是区间 E 上的有界函数，那么对于任意的 x∈E，存在常数 m、M，使得

m≤f1(x)≤M。设 f2(x)是区间 E上的有界函数，那么对于任意的 x∈E，存在常数 m′和 M′，

使得 m′≤f2(x)≤M′。因为 m-M′≤m-m′，m-M′≤M-M′，m-m′≤M-m′，M-M′≤M-m′，

那么 m-M′≤f1(x)-f2(x)≤M-m′。故引理 1.2 成立。 

引理 1.3:同一区间 E上的有界函数乘有界函数是有界的。 

证明：设 f1(x)是区间 E 上的有界函数，则对于任意的 x∈E，存在常数 m 和 M，使得

m≤f1(x)≤M。设 f2(x)是区间 E 上的有界函数，则对于任意的 x∈E，存在常数 m′和 M′，

使得 m′≤f2(x)≤M′。那么则有下列情形： 

（1）当 m和 M及 m′和 M′均大于 0时，则有 m·m′≤f1(x)·f2(x)≤M·M′； 

（2）当 m和 M及 m′和 M′均小于 0时，则有 M·M′≤f1(x)·f2(x)≤m·m′； 

（3）当 m 和 m′均小于 0，M和 M′均大于 0 时，则有 m·M′≤f1(x)·f2(x)≤M·M′； 

（4）当 m′和 M′均小于 0，m和 M均大于 0时，则有 M′·M≤f1(x)·f2(x)≤M′·m。 

 故引理 1.3 成立。 

引理 1.4:设函数 f(x)和函数ψ(x)均为区间 E 上的无界函数，且 f(x)≥1，ψ(x)≥1。

则 f(x)·ψ(x)是无界的。 

证明：根据题意，f(x)是区间 E 上的无界函数，且 f(x)≥1；ψ(x)是区间 E上的无界

函数，且ψ(x)≥1；那么关于无界函数 f(x)，那么对于任意 x1，x1∈E，则函数值 f(x1)≥1，

关于无界函数ψ(x)，对于任意 x1′，x1′∈E，则函数值ψ(x1′)≥1；那么对于 f(x1)·ψ

(x1′)，无界函数 f(x)在区间 E 上总会有一个 x2，x2∈E，使得 f(x2)＞f(x1)。无界函数ψ

(x)在区间 E上总会有一个 x2′，x2′∈E，使得ψ(x2′)＞ψ(x1′)。那么 f(x2)·ψ(x2′)

＞f(x1)·ψ(x1′)。 故引理 1.4 成立。 

引理 1.5:设函数 f(x)为区间 E 上的有界函数，函数ψ(x)为区间 E 上的无界函数，且
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f(x)≥1，ψ(x)≥1。则 f(x)·ψ(x)是无界的。 

证明：根据题意，f(x)是区间 E 上的有界函数，且 f(x)≥1；ψ(x)是区间 E上的无界

函数，且ψ(x)≥1；那么关于有界函数 f(x)，那么对于任意 x1，x1∈E，则函数值 f(x1)≥1，

关于无界函数ψ(x)，对于任意 x1′，x1′∈E，则函数值ψ(x1′)≥1；那么对于 f(x1)·ψ

(x1′)，无界函数ψ(x)在区间 E上总会有一个 x2′，x2′∈E，使得ψ(x2′)＞ψ(x1′)。那

么 f(x1)·ψ(x2′)＞f(x1)·ψ(x1′)。 故引理 1.5 成立。 

引理 1.6:设函数 f(x)和函数ψ(x)均为区间 E 上的无界函数，且 f(x)＞0，ψ(x)＞0。

则 f(x)+ψ(x)是无界的。 

证明：根据题意，设 f1(x)是区间 E上的无界函数，且 f1(x)＞0；f2(x)是区间 E上的无

界函数，且 f2(x)＞0；关于无界函数 f1(x)，那么对于任意 x1，x1∈E，则函数值 f1(x1)＞0，

关于无界函数f2(x)，对于任意x1′，x1′∈E，则函数值f2(x1′)＞0；那么关于f1(x1)+f2(x1′)，

无界函数 f1(x)在区间 E上总会有一个 x2，x2∈E，使得 f1(x2)＞f1(x1)。无界函数 f2(x)在区

间 E 上总会有一个 x2′，x2′∈E，使得 f2(x2′)＞f2(x1′)。那么 f1(x2)+f2(x2′)＞

f1(x1)+f2(x1′)。 故引理 1.6 成立。 

引理 1.7:设函数 f(x)和函数ψ(x)均为区间 E 上的无界函数，且 f(x)＜0，ψ(x)＜0。

则 f(x)+ψ(x)是无界的。 

证明：根据题意，设 f1(x)是区间 E上的无界函数，且 f1(x)＜0；f2(x)是区间 E上的无

界函数，且 f2(x)＜0；关于无界函数 f1(x)，那么对于任意 x1，x1∈E，则函数值 f1(x1)＜0，

关于无界函数f2(x)，对于任意x1′，x1′∈E，则函数值f2(x1′)＜0；那么关于f1(x1)+f2(x1′)，

无界函数 f1(x)在区间 E上总会有一个 x2，x2∈E，使得 f1(x2)＜f1(x1)。无界函数 f2(x)在区

间 E 上总会有一个 x2′，x2′∈E，使得 f2(x2′)＜f2(x1′)。那么 f1(x2)+f2(x2′)＜

f1(x1)+f2(x1′)。 故引理 1.7 成立。 

引理 1.8：对于区间[1，+∞）上的函数 y1=f1（x1)和 y2=f2(x2)，f1（x1)≥1，f2(x2)≥1。

若函数 f1（x1)和 f2(x2)均有界，则函数 f1（x1)÷f2(x2)和 f2(x2)÷f1（x1)均有界。 

证明：对于区间[1，+∞）上的函数 y1=f1（x1)和 y2=f2(x2)，因函数 f1（x1)和 f2(x2)均有

界，且 f1（x1)≥1，f2(x2)≥1。根据定义 1.1，对于函数 f1（x1)，那么存在正实数常数 M（M

＞1），使得 1≤f1(x)≤M；对于函数 f2(x2)，那么存在正实数常数 M′（M′＞1），使得

1≤f2(x)≤M′。则有
M 
1 ≤f1（x1)÷f2(x2)≤M，

M
1 ≤f2(x2)÷f1（x1)≤M′，故函数 f1（x1)和

f2(x2)均有界。 

 

二、 指数函数的有界性[4]  
 

引理 2.1:指数函数 y=a
x
，x≥1，a 为恒定的正实数（a＞1）。则指数函数 y=a

x
是无界
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函数。 

证明：指数函数 y=a
x
，x≥1，a为恒定的正实数（a＞1）。因为自变量 x 是变化的，那

么对于任意的 x1，x1≥1，令 y1=a
x1
，总有一个 x2，x2≥1，令 y2=a

x2
，使得a

x2
＞a

x1
。 故

引理 2.1 成立。 

推论 2.1:设 m=a
n
，n∈N，a为恒定的正整数（a＞1）。则 m=a

n
是无界的。 

证明：因为 m=a
n
，n∈N，a 为恒定的正整数（a＞1）。那么对于任意的 n1∈N，令 m1=

a
n1
，总有一个 n2∈N，令 m2=a

n2
，使得a

n2
＞a

n1
。 故推论 2.1 成立。 

引理 2.2:指数函数 y=a
x
，x≥1，a为恒定的正实数（a≥1）；指数函数 y′=b

r
，r≥1，

b为恒定的正实数（b≥1），且 a和 b中至少有一个大于 1。则 Z=a
x
+b

r
是无界的。 

证明：指数函数 y=a
x
，x≥1，指数函数 y′=b

r
，r≥1，因为 a和 b中至少有一个大于

1， 

由引理 2.1 可知，指数函数 y=a
x
和指数函数 y′=b

r
中至少有一个指数函数是无界的。又由

引理 1.6 可知，Z=a
x
+b

r
是无界的。故引理 2.2 成立。 

推论 2.2:设 m=a
n
，n∈N，a为恒定的正整数（a≥1）；m′=b

r
，r∈N，b 为恒定的正整

数（b≥1），a和 b中至少有一个大于 1。则 Z=a
n
+b

r
是无界的。 

证明：因为 m=a
n
（a≥1），n∈N，a为恒定的正整数（a≥1）；m′=b

r
（b≥1），r∈N，

b为恒定的正整数（b≥1），又因为 a和 b中至少有一个大于 1，由推论 2.1 可知，m=a
n
（a≥1）

和 m′=b
r
（b≥1）中至少有一个是无界的。又由引理 2.2 可知，Z=a

n
+b

r
是无界的。故推论

2.2 成立。 

 

三、 根数   

定 义 3.1 ：对于 正整数 a，把正整数 a 分解为素数幂的乘积形式， a=

p
k1

1

· p
k2

2

· p
k31

3

·…· p
rk

r

，其中 ku≥1（u=1，2，3，…，r），则称 p1·p2·p3·…·pr
 
为

正整数 a 的根数，记为 rad（ a）。比如：rad（ 2×3×5
2
×7

2
）=2×3×5×7，

rad(3
4
×11

2
×13)=3×11×13。 

定义 3.2：对于任一正实数 x（x≥1），根数 rad（x）表示为如下情形： 

（1）x 为正整数，根数 rad（x）表示正整数 x中的无重复质因数的积； 

（2）x= p

q
，p和 q均为正整数且互质，q＞p，根数 rad（x）表示正整数 q中无重复质



 

41 
 

因数的积除以正整数 p中无重复质因数的积； 

（3）x= p t
s

（t＞s），t∈N，s∈N，（t，s）=1，p 为正整数且 sp 中不存在因数为q
r

（q＞1）的情形，使得 r≥t；根数 rad（x）= p t
s

。 

（4）x= t
s

p

q
)( （t＞s），t∈N，s∈N，（t，s）=1，p 和 q（q＞p）均为正整数且互质，

sp 中不存在因数为d
r
（d＞1）的情形，使得 r≥t， sq 中不存在因数为g

v

（g＞1）的情

形，使得 v≥t。根数 rad（x）= t
s

p

q
)( 。 

（5）正实数 x为超越数，根数 rad（x）=x； 

（6）正实数 x为（1），（2），（3），（4），（5）中任意两种的有限次组合或任意

三种的有限次组合或任意四种的有限次组合或五种均有的有限次组合而成时，根数 rad（x）

为由（1），（2），（3），（4），（5）中任意两种的有限次组合或任意三种的有限次组

合或任意四种的有限次组合或五种均有的有限次组合中分别对应的根数组合而成。 

定理 3.1：对于任一正整数 a，则 rad（a）≤a。 

证明：由定义 3.1 可知，定理 3.1 成立。 

引理 3.1：对于任一正整数 a，则正整数 a总可以表为 a=[rad（a）]
t
·e 的形式。其中

t∈N，t≥1，rad（a）＞rad（e）。 

证明：由定义 3.1 和定理 3.1 可知，引理 3.1 成立。 

引理 3.2：对于任一正整数 a，设 a=[rad（a）]
t
·e，t∈N，t≥1，rad（a）＞rad（e），

那么[rad（a）]
t
＞rad（a）或者[rad（a）]

t
=rad（a）。 

证明：由定义 3.1 和定理 3.1 以及引理 3.1 可知，引理 3.2 成立。 

引理 3.3：对于任一正整数 a，则正整数 a总可以表为 a=rad（a）·e的形式。其中 t

∈N，e∈N。 

证明：由定义 3.1 和定理 3.1 可知，引理 3.3 成立。 

 

四、 不定方程[1][3]  
 

定理 4.1:对于任意三个两两互质的正整数 a，b，c；除 a=1，b=2，c=3 和 a=2，b=3，

c=5 外；不定方程 a
x
+b

y
=c

z
有唯一正整数解或者无正整数解。 



 

42 
 

证明：为什么要除 a=1，b=2，c=3 和 a=2，b=3，c=5。因为 1+2=3，1+2
3
=3

2
。2+3=5，

2
4
+3

2
=5

2
。而 a=1，b=1，c=3；则不定方程 3

z
=1

x
+1

y
显然无正整数解。对于除 a=1，b=2，c=3

和 a=2，b=3，c=5 外的其它情形，假定不定方程 a
x
+b

y
=c

z
不只一个正整数解，不妨令 1xa +

1yb = 1zc ， 2xa + 2yb = 2zc ，x2＞x1＞0，y2＞y1＞0，z2＞z1＞0。设 x2=x1+k1，y2=y1+k2，

z2=z1+k3。因为 2zc = 31 kz
c


，则有（ 1xa + 1yb ）·  3k

c = 2xa + 2yb 。因为 a和 b 互质，那么

2xa 和 2yb 不可能存在大于 1的公因数，又因为 c＞1，所以等式（ 1xa + 1yb ）· 3k
c = 2xa +

2yb 不可能成立。故由此可知，定理 4.1 成立。 

推论 4.1:不定方程 1

11

x
p · 2

12

x
p · 3

13

x
p ·…· rx

rp1 + 1

11

y
q · 2

12

y
q · 3

13

y
q ·…·                                              

sy

sq1 = 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ；素数 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 ， 11q ， 12q ，

13q ，…， sq1 ， 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 两两互不相等。当素数 11p ， 12p ， 13p ，…，

rp1 ， 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 ， 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 均恒定时，不定方程有唯一正

整数解或者无正整数解。 

证明：与定理 4.1 同理可证。 

定义 4.1：对于 a
m
和 c

n
，a和 c均为不小于 1的正整数常数，（a，c）=1，n和 m 均为

正整数，且 c
n
＞a

m
，当 a

r
为不大于 c

s
的最大正整数时，r和 s均为正整数，且 c

s
＞a

r
。则称

c
s
-a

r
为幂差极数，记为 c

n
-max(a

m
)。 

定理 4.2：对于 a
m
和 c

n
，a和 c均为不小于 1的正整数常数，（a，c）=1，n和 m 均为

正整数，且 c
n
＞a

m
。那么 y=c

n
-a

m
是无界的。 

证明：因为对于 a
m
和 c

n
，a和 c均为不小于 1的正整数常数，（a，c）=1，n和 m 均为

正整数，且 c
n
＞a

m
。推论 2.1 可知，e=c

n
是无界的。又由定理 4.1 和推论 4.1 可知，c

n
-a

m
不

可能恒为某一常数或者 c
n
-a

m
不可能恒不大于某一常数。故由此可知，y=c

n
-a

m
是无界的。 

定理 4.3：设幂差极数 y=c
n
-max(a

m
)，a和 c 均为不小于 1的正整数常数，（a，c）=1，

n 和 m 均为不小于 1正整数，c
n
＞a

m
。那么对于任一幂差极数 c

s
-max(a

r
)，总有幂差极数 c

t
-

max(a
u
)，使得 c

t
-max(a

u
)＞c

s
-max(a

r
)，其中 t＞s，u＞r。 

证明：因为幂差极数 y=c
n
-max(a

m
)，a 和 c 均为不小于 1 的正整数常数，（a，c）=1，

n 和 m 均为不小于 1 正整数，c
n
＞a

m
，由定理 4.2 可知，c

n
-a

m
是无界的。那么 y=c

n
-max(a

m
)

是无界的。所以对于任一幂差极数 c
s
-max(a

r
)，总有幂差极数 c

t
-max(a

u
)，使得 c

t
-max(a

u
)
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＞c
s
-max(a

r
)，其中 t＞s，u＞r。 

 

五、 分析证明“abc 猜想”[1][3][4]
 

定理 5.1：对于∀ε＞0,存在常数 kε＞0，并对于任何三个满足 a+b＝c 以及 a和 b互质

的正整数 a，b，c；则有：kε·rad(a·b·c)
1+ε

＞c。其中 rad(a·b·c)表示(abc)中无重复

质因数的积。 

剖析“abc 猜想”总体设计思路：对于任何三个满足 a+b＝c以及 a和 b 互质的正整数

a，b，c。可以归纳为如下情形： 

（1）对于 a+b＝c，令 c=K，K 为恒定的值，则 a+b＝K。 

（2）对于 a+b＝c，令 a=R，R 为恒定的值，则 R+b＝c。 

（3）对于 a+b＝c，令 b=W，W 为恒定的值，则 a+W＝c。         

（4）对于 a+b＝c，a 和 b以及 c均不为恒定的值。 

分别对（1）和（2）以及（3）和（4）的情形进行归类，分析，总结；按类别逐个剖析。

其中（2）和（3）可互换。 

设 c=n，a=m，b=g，其中 n，m，g均为两两互质的正整数。因为 m+g=n，那么
m
n ＞1，

g
n

＞1；同时分析判别 rad（n）和 rad（m）以及 rad（g）中至少有一个是可变的。如果 rad（n）

和 rad（m）以及 rad（g）均为恒定的值时，就会出现这样的情形：d
r
+e

s
=g

u
，其中 d，r，e，

s，g，u均为正整数；d，e，g恒定不变，那么 k·rad(d
r
·e

s
·g

u
)
1+ε

＞g
u
是不可能恒成立的。

这是因为 k和 rad(d
r
·e

s
·g

u
)均是恒定的值，而 g

u
是可变的，所以 k·rad(d

r
·e

s
·g

u
)
1+ε

＞

g
u
不可能恒成立。 

说明 rad（n）和 rad（m）以及 rad（g）中至少有一个是可变的。不妨令 rad（m）是可

变的，因为 m+g=n，a 和 b 可互换位子，m 可认为是 a，也可认为是 b。那么从前面（1）和

（2）以及（3）和（4）的情形，就可以判定当正整数 n 不断增大时，同时正整数 m 也不断

增大。那么 rad（m）的总趋势也是不断增大。比如：m1=3·5·2，m2=3
2
·5，m3=3·5·7，那

么有 rad（m1）=3·5·2，rad（m2）=3·5，rad（m3）=3·5·7，则 rad（m1）＞rad（m2），

rad（m1）＜rad（m3）。 

对于
)(mrad

n ，分析论证
)(mrad

n 有界，即存在恒定的正实数 h（1＜h＜+∞），使得 1＜
)(mrad

n

≤h恒成立。因为 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么 h·rad（n）·rad（g）·rad（m）≥n

恒成立。则其它情形同理可得。这样总可以得到一个常数 H，使得 H·rad（n）·rad（g）·rad
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（m）≥n恒成立。则“abc 猜想”成立。 

剖析“abc 猜想” 

abc 定理：对于∀ε＞0,存在常数 kε＞0，并对于任何三个满足 a+b＝c 以及 a和 b互质

的正整数 a，b，c；则有：kε·rad(a·b·c)
1+ε

＞c。其中 rad(a·b·c)表示(abc)中无重复

质因数的积。 

证明：设 m+g＝n，（m，g，n）=1，证明过程分成五个步骤来进行。 

第一步：判别 rad（m）和 rad（g）以及 rad（n）中至少有一个是可变的。 

第二步：把 m+g＝n 分成四个大类，即如下四个大类： 

（i）对于 m+g＝n，令 n=K 为恒定的值，则 m+g＝K。 

（ii）对于 m+g＝n，令 m=R 为恒定的值，则 R+g＝n。 

（iii）对于 m+g＝n，令 g=R 为恒定的值，则 m+R＝n。         

（iv）对于 m+g＝n，m 和 g 以及 n均不为恒定的值。 

第三步：对于第一大类进行剖析。 

第四步：对于第二大类再细分为三个小类来剖析。第三大类与第二大类同理可得。 

第五步：对于第四大类再细分为七个小类来剖析。 

现在进行第一步：判别 rad（m）和 rad（g）以及 rad（n）中至少有一个是可变的。 

对于任何三个满足 m+g＝n 以及 m和 g互质的正整数 m，g，n。那么对于正整数 g，rad

（g)必为下列情形之一： 

（11）rad（g）不为定值。即正整数 g不可能是恒定的正整数或者正整数 g不可能恒为

d
r
或 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 的情形，其中 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均为恒定的素数，

wq1 ≠ uq1 （w≠u）；w，u=1，2，3，…，s；r， 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 均为不小于 1的整数，

1h ， 2h ， 3h ，…， sh 非全相等；d为恒定的正整数。 

（12）rad（g）为定值。即正整数 g 为恒定的正整数或者正整数 g 恒为 d
r
或

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 的情形，其中 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均为恒定的素数， wq1

≠ uq1 （w≠u）；w，u=1，2，3，…，s；r， 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 均为不小于 1 的整数，

1h ， 2h ， 3h ，…， sh 非全相等；d为恒定的正整数。那么 g=定值或者 rad（g）=定值。 

对于正整数 m，同样的道理，rad（m）必为下列情形之一： 

   （21）rad（m）不为定值。即正整数 m 不为恒定的正整数或者正整数 m 不恒为 u
s
或
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1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 的情形，其中 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 均为恒定的素数，

ip1 ≠ jp1 （i≠j）；i，j=1，2，3，…，r；s， 1k ， 2k ， 3k ，…， rk 均为不小于 1的整数，

1k ， 2k ， 3k ，…， rk 非全相等；u为恒定的正整数。 

   （22）rad（m）为定值。即正整数 m 为恒定的正整数或者正整数 m 恒为 u
s
或

1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 的情形，其中 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 均为恒定的素数，

ip1 ≠ jp1 （i≠j）；i，j=1，2，3，…，r；s， 1k ， 2k ， 3k ，…， rk 均为不小于 1的整数，

1k ， 2k ， 3k ，…， rk 非全相等；u为恒定的正整数。那么 m=定值或者 rad（m）=定值。 

对于正整数 n，同样的道理，rad（n）必为下列情形之一： 

   （31）rad（n）不为定值。即正整数 n 不为恒定的正整数或者正整数 n 不恒为 p
r
或

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 的情形，其中 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 均为恒定的素数，

sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，e；r， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的整数，

1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等；p为恒定的正整数。 

   （32）rad（n）为定值。即正整数 n 为恒定的正整数或者正整数 n 恒为 p
r
或

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 的情形，其中 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 均为恒定的素数，

sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，e；r， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的整数，

1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等；p为恒定的正整数。那么 n=定值或者 rad（n）=定值。 

对于 rad（m）和 rad（g）以及 rad（n），它们不可能均为恒定的数值。具体分析如下： 

（ 1 ） 令 m=
kq
或 m= 1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 ， n=
vp 或 n=

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 ， 11g ， 12g ， 13g ，…，

eg1

 
均为素数，q 和 p 均为大于 1 的正整数， ip1 ≠ jp1 （i≠j）；i，j=1，2，3，…，r；

sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，e。k， 1k ， 2k ， 3k ，…， rk ，v， 1v ， 2v ， 3v ，…，

ev 均为不小于 1的整数； 1k ， 2k ， 3k ，…， rk 非全相等， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。

当 q或 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 恒定不变，只是指数变化时；当 p或 11g ， 12g ， 13g ，…，
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eg1 恒定不变，只是指数变化时；由定理 4．１和推论 4．１可知，随着 n和 m的变化，rad

（m）和 rad（n）均恒为定值的情形下，rad（g）不可能恒为定值。 

   （ 2 ） 令 g=
hd

或 g= 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ， n= vp 或 n=

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 ， 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

均为素数， wq1 ≠ uq1 （w≠u）；w，u=1，2，3，…，s。d和 p均为大于 1的正整数， sg1 ≠

tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，e。h， 1h ， 2h ， 3h ，…， sh ，v， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev

均为不小于 1 的整数；当 d 或 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1

 
恒定不变，只是指数变化时； 1h ，

2h ， 3h ，…， sh 非全相等， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。p或 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 

恒定不变，只是指数变化时；由定理 4．１和推论 4．１可知，随着 n和 g的变化，rad（g）

和 rad（n）均恒为定值的情形下，rad（m）不可能恒为定值。 

（ 3 ） 令 m=
kq
或 m= 1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 ， 令 g=
hd
或 g=

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，其中 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 ， 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1

 

均为素数，q和 d均为大于 1的正整数， ip1 ≠ jp1 （i≠j）；i，j=1，2，3，…，r； wq1 ≠

uq1 （w≠u）；w，u=1，2，3，…，s。k， 1k ， 2k ， 3k ，…， rk ，h， 1h ， 2h ， 3h ，…， sh

均为不小于 1 的整数； 1k ， 2k ， 3k ，…， rk 非全相等， 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 非全相等。

当 q或 11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 恒定不变，只是指数变化时；d或 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1

 

恒定不变，只是指数变化时；由定理 4．１和推论 4．１可知，随着 g和 m的变化，rad（m）

和 rad（g）均恒为定值的情形下，rad（n）不可能恒为定值。 

综上（1），（2），（3）所述，rad（n）和 rad（m）以及 rad（g）之中至少有一个不

为恒定的数值。 

第二步：把 m+g＝n 分成四个大类。 

对于 m+g＝n 必然只有下列四种情形： 

（i）对于 m+g＝n，令 n=K 为恒定的值，则 m+g＝K。 

（ii）对于 m+g＝n，令 m=R 为恒定的值，则 R+g＝n。 

（iii）对于 m+g＝n，令 g=R 为恒定的值，则 m+R＝n。         
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（iv）对于 m+g＝n，m 和 g 以及 n均不为恒定的值。 

第三步：对于第一大类剖析。 

（i）对于 m+g＝n，当 n=K 为恒定的值时，因 m+g=K，rad（g）≥1，rad（m）≥1，rad

（n）≥1，那么 K·rad（g）·rad（m）·rad（n）≥K恒成立。 

第四步：对于第二大类再细分为三个小类来剖析。 

（ii）对于 m+g=n，（m，g，n）=1，当 m=R 为恒定值时，因 R+g=n，由不定方程定理

4．１和推论 4．１可知，随着 g和 n的变化，rad（n）和 rad（g）必为下列情形之一： 

（1） rad（n）为恒定的值，则 rad（g）不可能为恒定的值。 

（2） rad（g）为恒定的值，则 rad（n）不可能为恒定的值。 

（3） rad（g）和 rad（n）均不为恒定的值。 

（一）对于（1） rad（n）为恒定的值，则 rad（g）不可能为恒定的值。 

对于 g=n-m=n-R，总体分为两类进行剖析： 

<1>n 与 R（R≥1）互为奇偶， 

<2>n 和 R（R≥1）均为奇数。 

关于<1>n 与 R（R≥1）互为奇偶的情形： 

因 n-m 之差中可能会出现公因数，且公因数的根数不变，而公因数可变化 

的情形；故还要再进行分类剖析。总体也分为两类进行剖析： 

①在 n 与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，令 g=n-m=
rbpap )()1(  -1，r∈N，b∈N，a 和

p 均为奇数，（a，b）=1，且 a和 b以及 p均为恒定的正整数； 

例 1，g=n-m=
r)32()135(  -1，r∈N，r≥1； 

例 2，g=n-m=
r)53()157(  -1，r∈N，r≥1。 

或者令 g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  -1，ri

∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt中任意两两互质，其中至少有

一个 ai•p（i=1，2，3，…，t）为奇数，且 ai和 bi以及 p均为恒定的值； 

例 3，g=n-m=
1)32()135(
r

 •
2)35()132(

r
 •

3)310()138(
r

 •
4)335()1322(

r
  

-1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1； 

例 4，g=n-m=
1)52()157(
r

 •
2)53()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  
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-1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

或者令与前面两种情形相类似的情形。 

例 5，g=n-m=
r)32()135(  -1，r∈N，r≥1； 

例 6，g=n-m=
1)53()157(
r

 •
2)53()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

-1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

②在 n与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，g不为前面①情形的其它情形。 

现在开始对（ii）中之（一）之<1>之①和②的情形进行分析： 

在 n与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，对于①的情形。 

（1
0
）在 n与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，对于①的情形中，令 g=n-m=

rbpap )()1(  -

1，r∈N，b∈N，（a，b）=1，a和 p均为奇数，且 a和 b以及 p均为恒定的正整数； 

在此情形下，当正整数 r 不断增大时，那么正整数 g 也不断增大，那么这种情形下，

当正整数 r 趋向于正无穷大时，正整数 g 趋向于正无穷大。这种情形下，由不定方程定理

4．１和推论 4．１以及定理 4．２和定理 4．３可知，对于
rbpap )()1(  -1 的情形，那么总

存在一个最小值
0)()1(

r
bpap  -1，使得

0)()1(
r

bpap  -1≤
rbpap )()1(  -1。令 1+y=

xbpap )()1(  ，

x和 y均为不小于 1的实数，设函数 f（x）=
xbpap )()1(  ÷[

xbpap )()1(  -1]，则函数 f（x）

是连续函数。而
-

lim
x

f（x）=
-

lim
x

[
xbpap )()1(  -1+1]÷[

xbpap )()1(  -1]=1-
-

lim
x

1÷[
xbpap )()1(  -1]=1。又


 0

lim
rx
f（x）=

0)()1(
r

bpap  ÷[
0)()1(

r
bpap  -1]。则函数 f（x）在

x∈[r0+ε，+∞-ε]中有界。即存在恒定的实数 E1（1＜E1＜+∞），存在恒定的实数 F1（1＜

F1＜+∞），E1＜F1，使得 x∈[r0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 E1≤f（x）≤F1恒成立。因

g=
rbpap )()1(  -1，则函数 f（x）的情形包含了

rbpap )()1(  ÷g的情形，那么 r∈[r0+ε，+

∞-ε]的元素时，不等式 E1≤
rbpap )()1(  ÷g≤F1恒成立。 

因 1+g=
rbpap )()1(  ，由引理 3.3 可知，g=rad（g）·H1，H1∈N。当正整数 r不断增大

时，正整数 g 也不断增大，那么根数 rad（g）总趋势也是随着正整数 r 的不断增大而不断

增大，那么这种情形下，当正整数 r趋向于正无穷大时，根数 rad（g）也趋向于正无穷大。

因 E1≤
rbpap )()1(  ÷g≤F1，那么 E1≤

rbpap )()1(  ÷[rad（g）·H1]≤F1恒成立。 
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因为 g=n-m=
rbpap )()1(  -1，根据二项式展开原则，

rbpap )()1(  =c rbp

0

)(

rbpap )()( +c rbp

1

)(

1)()( rbpap +c rbp

2

)(

2)()( rbpap +…+c rbp

2

)(

2)(ap +c rbp

1

)(
)(ap +1，则令 g=

rbpap )()1(  -1=A•

1rp 。 

因 E1≤
xbpap )()1(  ÷[

xbpap )()1(  -1]≤F1 恒成立，那么 1÷F1≤[
xbpap )()1(  -1]÷

xbpap )()1(  ≤1÷E1，又因 g=
rbpap )()1(  -1=A• 1rp ，那么    

A÷
xbpap )()1(  有界，即函数[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷

xbpap )()1(  在 x∈

[r0+ε，+∞-ε]中有界。则存在恒定的实数 F2（1＜F2＜+∞），且 1÷F2≤1÷F1≤1÷E1，使

得 x∈[r0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 1÷F2≤[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap

÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷

xbpap )()1(  ≤1÷E1 恒成立。那么 E1≤
xbpap )()1(  ÷[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]≤

F2恒成立，即 E1≤
rbpap )()1(  ÷A≤F2恒成立。 

对于 A 和 rad（A），设 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷

1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，x 为不小于 1的实数，那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp

+c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]的情形包含了
)( Arad

A 的情形。由定义 3．2可知，rad

函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
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1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]是连续函数， 

对于[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp + 

…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，由定理 4.1 和推论 4.1 可知，[c xbp

0

)(

xbpap )()(

÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]不可能恒等于 vq 或 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 。即
rbpap )()1(  =

vq · 1up +1 不可能恒成立。其中 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
均为素数，q 为大于 1 的正整

数， sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，e。v， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的

整数； 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。q或 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 恒定不变，只是指数

变化；那么必然存在无穷多正实数 x0，x1，x2， 

x3，…，xs，…；使得[c tx
bp

0

)(

tx
bpap )()( ÷

1tx
p +c tx

bp

1

)(

1)()( tx
bpap ÷

1tx
p +c tx

bp

2

)(
 

2)()( tx
bpap ÷

1tx
p +…+c tx

bp

2

)(

2)(ap ÷
1tx

p +c tx
bp

1

)(
)(ap ÷

1tx
p ]÷rad[c tx

bp

0

)(

tx
bpap )()(

÷
1tx

p + c tx
bp

1

)(

1)()( tx
bpap ÷

1tx
p + c tx

bp

2

)(

2)()( tx
bpap ÷

1tx
p +…+ c tx

bp

2

)(

2)(ap ÷
1tx

p +

c tx
bp

1

)(
)(ap ÷

1tx
p ]=1（t=0，1，2，3，…，s，…。xi＜xj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，

s，…）。 

即有下列情形： 

    （11）


 0

lim
xx

ψ（x）=


 0

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]=1。 


 1

lim
xx

ψ（x）=


 1

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]=1。 
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那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +  

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()(  ÷ 1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap                                      

÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，x1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
xx

ψ（x）=


 2

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，x2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
xx

ψ（x）=


 3

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]在 x∈[x0+ε，x3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 sxx
lim ψ（x）=


 sxx
lim [c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + 
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c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，xs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
sxx

ψ（x）=


 1

lim
sxx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]在 x∈[x0+ε，xs+1-ε]中有界。 

┇ 

上述情形不可能出现
x

lim [c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +… 

 

+c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap

÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]=  的情

形，因为根据不定方程定理 4．１和推论 4．１可知，不可能出现 rad[
1)()1(

x
bpap  -1]                          

=rad[
2)()1(

x
bpap  -1]的情形， 21 xx  。故由此可知，rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()(
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÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp                                                          

+…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(
                                                       

       

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]是

具有一定规律性变化的连续函数；即对于 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷                   

1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷

1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，当 x不断增大时，不断有 rad 函数ψ

（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷                                                          

1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]等

于 1。那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp                                       

+c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]为 x∋[x0+ε，+∞-ε]中的有界函数，即存在恒定的正实数 E2（1≤E2

＜+∞），存在恒定的正实数 F3（1＜F3＜+∞），E2＜F3，使得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元

素时，不等式 E2≤ψ（x）≤F3恒成立。因 rad 函数ψ（x）的情形包含了
)( Arad

A 的情形，那

么 g∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E2≤ )( Arad
A ≤F3恒成立。又因 A=rad（A）·H1，

H1∈N，那么 E2≤H1≤F3恒成立。因 E1≤
rbpap )()1(  ÷A≤F2恒成立，那么 E1·E2≤

rbpap )()1(  ÷rad（A）≤F2·F3恒成立。即不等式 F2·F3·rad（n）·rad（m）·rad

（A）≥
rbpap )()1(  恒成立。 

由于 rad（g）=rad（A）·rad（p），rad（n）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，

不等式 F2·F3·rad（n）·rad（m）·rad（g）≥
rbpap )()1(  恒成立。 

（2
0
）在 n与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，对于①的情形中，令 g=n-m=

1
1 )(

1 )1(
r

pbpa 
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•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  -1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，

2，3，…，t），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，

at，b1，b2，b3，…，bt中任意两两互质，其中至少有一个 ai•p（i=1，2，3，…，t）为奇数，

且 ai和 bi以及 p均为恒定的值。

因为根据二项式展开原则，g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa   

•…•
tr

t pb

t pa
)(

)1(  -1 总可以化为 A• sp 的形式，其中 A中不含有 p因子。 

所以对于（2
0
）这样的情形与前面（1

0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 

（3
0
）令与前面（1

0
）和（2

0
）这两种情形相类似的情形，这样的情形照样与（1

0
）的分

析证明情形同理可得出同样的结论。 

比如：对于 g=n-m=
rbpap )()1(  -1，r∈N，b∈N，b·p 为偶数，（a，b）=1，a和 p均

为奇数，且 a 和 b 以及 p 均为恒定的正整数，g=n-m=
rbpap )()1(  -1 总可以化为 A• sp 的形

式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   

-1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p±1）≠（aj•p±1），

i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt 中任意两两互质，

其中至少有一个 ai•p（i=1，2，3，…，t）为奇数，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的值。这样

的情形中，总存在无限多这样的情形，其中任一情形总可以化为 A•
sp 的形式，且 A中不含

有 p因子。 

所以与前面（1
0
）和（2

0
）这两种情形相类似的情形，这样的情形照样与（1

0
）的分析证

明情形同理可得出同样的结论。 

在 n与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，对于②的情形。 

对于②n 与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，g 不为①情形的其它情形。也就是说 g=n-m

不可能化为 A •
sp 的形式，且 A 中不含有 p 因子。那么令 c=n=

vp 或 c=n=

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 v， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的整数； 1v ，

2v ， 3v ，…， ev 非全相等。正整数 p或者两两互不相同的素数 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
恒

定不变，只是指数变化。rad（g）不可能为恒定的值。 
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（4
0
）对于②n 与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，g 不为①情形的其它情形。令 n= vp ，

正整数 p（p＞1）为常数，v为不小于 1的整数；因为 R+g= vp ， vp ＞R＞1，且 p和 R互为

奇偶，在此情形下，当正整数 n 不断增大时，那么正整数 g 也不断增大，那么这种情形下，

当正整数 n 趋向于正无穷大时，正整数 g 趋向于正无穷大。这种情形下，由不定方程定理

4．１和推论 4．１以及定理 4．２和定理 4．３可知，对于 vp -R 的情形，因为 vp ＞R，那

么总存在一个最小值 0v
p -R，使得 0v

p -R≤ vp -R。令 R+y= xp ，x和 y均为不小于 1的实数，

R为正整数常数。设函数 f（x）= xp ÷（ xp -R），则函数 f（x）是连续函数。而
-

lim
x

f（x）

=
-

lim
x

（ xp -R+R）÷（ xp -R）=1-
-

lim
x

R÷（ xp -R）=1。又


 0

lim
vx

f（x）= 0v
p ÷（ 0v

p -R）。

则函数 f（x）在 x∈[v0+ε，+∞-ε]中有界。即存在恒定的实数 E4（1＜E4＜+∞），使得 x

∈[v0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 1＜f（x）≤E4恒成立。因 g= vp -R，则函数 f（x）的

情形包含了 g

pv

的情形，那么 v∈[v0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 1＜ g

pv

≤E4恒成立。 

因 R+g= vp ，由引理 3.3 可知，g=rad（g）·H1，H1∈N。当正整数 n不断增大时，正整

数 g 也不断增大，那么根数 rad（g）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那

么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（g）也趋向于正无穷大。因 1＜ g

pv

≤E4，那么 1＜
vp ÷[rad（g）·H1]≤E4恒成立。 

对于 g 和 rad（g），因为 g=
vp -R，设 rad 函数ψ（x）=

)( Rprad

Rp
x

x




，x为不小于 1 的实

数，rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




的情形包含了

)( grad

g
的情形，即包含了

)( Rprad

Rp
v

v




的情形。由定

义 3．2 可知，rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




是连续函数，对于

xp -R，必然有无穷多实数 x0，

x1，x2，x3，…，xs，…；使得
)( Rprad

Rp

tx

tx




=1（t=0，1，2，3，…，s，…。xi＜xj，i＜j，i，

j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
xx

ψ（x）=


 0

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 0

0

Rprad

Rp
x

x




=1。


 1

lim
xx

ψ（x）=


 1

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 1

1

Rprad

Rp
x

x





=1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




在 x∈[x0+ε，x1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
xx

ψ（x）=


 2

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 2

2

Rprad

Rp
x

x




=1。那么 rad 函数ψ（x）=

)( Rprad

Rp
x

x




在 x

∈[x0+ε，x2-ε]中有界。 
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（13）


 3

lim
xx

ψ（x）=


 3

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 3

3

Rprad

Rp
x

x




=1。那么 rad 函数ψ（x）=

)( Rprad

Rp
x

x




在 x

∈[x0+ε，x3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 sxx
lim ψ（x）=


 sxx
lim

)( Rprad

Rp
x

x




=

)( Rprad

Rp

sx

sx




=1。那么 rad 函数ψ（x）=

)( Rprad

Rp
x

x




在 x

∈[x0+ε，xs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
sxx

ψ（x）=


 1

lim
sxx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 1

1

Rprad

Rp

sx

sx









=1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x





在 x∈[x0+ε，xs+1-ε]中有界。 

┇ 

上述情形不可能出现
1

lim
x )( 1

1

x

x

prad

p
=  的情形，因为当 p恒定时，不可能出现 rad

（ 1xp -R）=rad（ 2xp -R）， 21 xx  。故由此可知，rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




是具有一定

规律性变化的连续函数，即对于 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




，当 x不断增大时，不断有 rad

函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




等于 1。那么 rad 函数ψ（x）=

)( Rprad

Rp
x

x




（x为不小于 1的实数）是

有界函数；则 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




为 x∋[x0+ε，+∞-ε]中的有界函数，即存在恒定

的正实数 F4（1≤F4＜+∞），存在恒定的正实数 E5（1＜E5＜+∞），E5＜F4，使得 x∈[x0+

ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E5≤ψ（x）≤F4恒成立。因 rad 函数ψ（x）的情形包含

了
)( grad

g
的情形，那么 g∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E5≤ )( grad

g
≤F4恒成立。又

因 g=rad（g）·H1，H1∈N，那么 E5≤H1≤F4恒成立。因 1＜
vp ÷[rad（g）·H1]≤E4恒成

立。所以这种情形下，不管 g和 v如何变化，则有不等式 E5≤ )( grad

pv

≤E4·F4恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 E4·F4·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ p
v

恒成立。 

（5
0
）对于②n 与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，g 不为①情形的其它情形。又令 n=

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1 的整数， 11g ，

12g ， 13g ，…， eg1

 
为两两互不相同且恒定不变的素数， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。

现在设 R+Y= 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 =z；z，Y， 1z ， 2z ， 3z ，…， ez 均为不小于 1

的实数， 1z ， 2z ， 3z ，…， ez 非全相等，R为正整数常数，且 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
和
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R 互为奇遇。因 R+g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，在此情形下，当正整数 n 不断增大

时，那么正整数 g也不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，正整数 g

趋向于正无穷大。这种情形下，由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 以及定理 4.2 和定理 4.3 可

知，对于 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -R 的情形，因为 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1

＞ R≥1 ， 那 么 总 存 在 一 个 最 小 值 01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg -R ， 使 得

01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg -R≤ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -R。设函数 f（zi）

=（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ）÷（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 -R）=1+R÷

（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 -R），那么
-

lim
iz

f（zi）=1。 

又



0

lim
ii vz

f （ zi ） = 01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg ÷

（ 01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg -R），设 x= 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ，x0=

01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg ，则函数 f（x）在 x∈[x0+ε，+∞-ε]中有界。即存在

恒定的实数 E6（1＜E6＜+∞），使得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 1＜f（x）≤

E6 恒成立。因 g= 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 -R，则函数 f（x）的情形包含了

（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷g的情形，那么 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不

等式 1＜（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷g≤E6恒成立。 

因 R+g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，由引理 3.3 可知，g=rad（g）·H2，H2∈N。当

正整数 n不断增大时，正整数 g也不断增大，那么根数 rad（g）总趋势也是随着正整数 n的

不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（g）也趋

向于正无穷大。那么 1＜（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷[rad（g）·H2]≤E6恒成立。 

对于 g和 rad（g），因 g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -R，设 rad 函数ψ（xi）=

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

Rggggrad

Rgggg

ex
e

xxx

ex
e

xxx








，xi（i=1，2，3，…e）均为不小于 1的实数，rad 

函数ψ（xi）=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

Rggggrad

Rgggg

ex
e

xxx

ex
e

xxx








的情形包含了 )( grad

g
的情形，即包含了 

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

Rggggrad

Rgggg

ev
e

vvv

ev
e

vvv








的情形。设 y= 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 -R，令ф（y）= )( yrad

y
，
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因为 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
为两两互不相同且恒定不变的素数，R 为正整数常数。因为

连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
是连续函数，

对于 y，必然存在无穷多正实数 y0，y1，y2，y3，…，ys，…；使得 rad 函数ф（yt）=
)( t

t

yrad

y

=1（t=0，1，2，3，…，s，…。yi＜yj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然

有下列情形： 

（11）


 0

lim
yy

ф（y）=


 0

lim
yy

)( yrad

y
= )( 0

0

yrad

y
=1,


 1

lim
yy

ф（y）=


 1

lim
yy

)( yrad

y
=

)( 1

1

yrad

y
=1。那么

rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，y1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
yy

ф（y）=


 2

lim
yy

)( yrad

y
=

)( 2

2

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，

y2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
yy

ф（y）=


 3

lim
yy

)( yrad

y
= )( 3

3

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，

y3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 syy
lim ф（y）=


 syy
lim )( yrad

y
= )( s

s

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，

ys-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
syy

ф（y）=


 1

lim
syy

)( yrad

y
= )( 1

1





s

s

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
在 y∈[y0+

ε，ys+1-ε]中有界。 

┇ 

上述情形不可能出现
ix

lim
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

ex
e

xxx

ex
e

xxx

ggggrad

gggg








=  的情形。因为当 11g ， 12g ，

13g ，…， eg1

 
为两两互不相同且恒定不变的素数时，不可能出现 rad        

（ 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 -R）=rad（
/

1

11

x
g ·

/
2

12

x
g ·

/
3

13

x
g ·…·

/

1
ex

eg -R），x1

和 x1′或 x2和 x2′或 x3和 x3′或…或 xe和 xe′中至少有一组不相等。故由此可知，rad 函

数ф（y）= )( yrad

y
是具有一定规律性变化的连续函数，即对于 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
，当

y不断增大时，不断有 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
是有界函

数；则 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
为 y∋[y0+ε，+∞-ε]中的有界函数，即存在恒定的正实数

F5（1≤F5＜+∞），存在恒定的正实数 E7（1＜E7＜+∞），E7＜F5，使得 y∈[y0+ε，+∞-
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ε]中的元素时，不等式 E7≤ф（y）≤F5恒成立。因 rad 函数ф（y）的情形包含了
)( grad

g

的情形，那么 g∈[y0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E7≤ )( grad

g
≤F5恒成立。因 g=rad

（g）·H2，H2∈N，那么 E7≤H2≤F5恒成立。因 1＜（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）

÷[rad（g）·H2]≤E6恒成立。所以这种情形下，不管 g和 v如何变化，则不等式 

E7≤（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷rad（g）≤E6·F5恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 E6·F5·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 恒成立。 

关于<2>n 和 R（R≥1）均为奇数的情形： 

这样的情形仍然分为两类进行剖析： 

①在 n和 R（R≥1）均为奇数的情形下，令 g=n-m=
rbpap )()1(  -1，r∈N，b∈N，a•p 为

偶数，（a，b）=1，且 a和 b以及 p均为恒定的值； 

例 1，g=n-m=
r)23()125(  -1，r∈N，r≥1； 

例 2，g=n-m=
r)52()154(  -1，r∈N，r≥1。 

或者令 g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  -1，ri∈

N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt中任意两两互质，ai•p（i=1，

2，3，…，t）为偶数，且 ai和 bi以及 p均为恒定的值。 

例 3，g=n-m=
1)32()134(
r

 •
2)35()132(

r
 •

3)310()138(
r

 •
4)335()1322(

r
  

-1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1； 

例 4，g=n-m=
1)52()152(
r

 •
2)53()154(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

-1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

或者令与前面两种情形相类似的情形。 

例 5，g=n-m=
r)32()138(  -1，r∈N，r≥1； 

例 6，g=n-m=
1)53()154(
r

 •
2)53()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

-1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

②在 n和 R（R≥1）均为奇数的情形下，g不为①情形的其它情形。 
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现在开始对（ii）中之（一）之<2>之①和②的情形进行分析： 

在 n与 R（R=1）均为奇数的情形下，对于①的情形。 

（6
0
）在 n与 R（R≥1）均为奇数的情形下，对于①的情形中，令 g=n-m=

rbpap )()1(  -

1，r∈N，b∈N，（a，b）=1，a×p 为偶数，且 a和 b以及 p均为恒定的正整数；在此情形

下，当正整数 r不断增大时，那么正整数 g也不断增大，那么这种情形下，当正整数 r趋向

于正无穷大时，正整数 g趋向于正无穷大。这种情形下，由不定方程定理 4．１和推论 4．１

以及定理 4．２和定理 4．３可知，对于
rbpap )()1(  -1 的情形，那么总存在一个最小值

0)()1(
r

bpap  -1，使得
0)()1(

r
bpap  -1≤

rbpap )()1(  -1。令 1+y=
xbpap )()1(  ，x和 y均为不

小于 1的实数，设函数 f（x）=
xbpap )()1(  ÷[

xbpap )()1(  -1]，则函数 f（x）是连续函数。

而
-

lim
x

f（x）=
-

lim
x

[
xbpap )()1(  -1+1]÷[

xbpap )()1(  -1]=1-
-

lim
x

1÷[
xbpap )()1(  -1]=1。

又


 0

lim
rx
f（x）=

0)()1(
r

bpap  ÷[
0)()1(

r
bpap  -1]。则函数 f（x）在 x∈[r0+ε，+∞-ε]中有

界。即存在恒定的实数 E8（1＜E8＜+∞），存在恒定的实数 F6（1＜F6＜+∞），E8＜F6，使得

x∈[r0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 E8≤f（x）≤F6恒成立。因 g=
rbpap )()1(  -1，则函数

f（x）的情形包含了
rbpap )()1(  ÷g的情形，那么 r∈[r0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 E8

≤
rbpap )()1(  ÷g≤F6恒成立。 

因 1+g=
rbpap )()1(  ，由引理 3.3 可知，g=rad（g）·H1，H1∈N。当正整数 r不断增大

时，正整数 g 也不断增大，那么根数 rad（g）总趋势也是随着正整数 r 的不断增大而不断

增大，那么这种情形下，当正整数 r趋向于正无穷大时，根数 rad（g）也趋向于正无穷大。

因 E8≤
rbpap )()1(  ÷g≤F6，那么 E8≤

rbpap )()1(  ÷[rad（g）·H1]≤F6恒成立。 

因为 g=n-m=
rbpap )()1(  -1，根据二项式展开原则，

rbpap )()1(  =c rbp

0

)(

rbpap )()( +c rbp

1

)(

1)()( rbpap +c rbp

2

)(

2)()( rbpap +…+c rbp

2

)(

2)(ap +c rbp

1

)(
)(ap +1，则令 g=

rbpap )()1(  -1=A•

1rp 。 

因 E8≤
xbpap )()1(  ÷[

xbpap )()1(  -1]≤F6 恒成立，那么 1÷F6≤[
xbpap )()1(  -1]÷

xbpap )()1(  ≤1÷E8，又因 g=
rbpap )()1(  -1=A•

1rp ，那么 A÷    



 

61 
 

xbpap )()1(  有界，即函数[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷

xbpap )()1(  在 x∈

[r0+ε，+∞-ε]中有界。则存在恒定的实数 F7（1＜F7＜+∞），且 1÷F7≤1÷F6≤1÷E8，使

得 x∈[r0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 1÷F7≤[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap

÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷

xbpap )()1(  ≤1÷E8 恒成立。那么 E8≤
xbpap )()1(  ÷[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]≤

F7恒成立，即 E8≤
rbpap )()1(  ÷A≤F7恒成立。 

对于 A 和 rad（A），设 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷

1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，x 为不小于 1的实数，那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp

+c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]的情形包含了

)( Arad
A 的情形。由定义６.１．2可知，

rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp

+…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]是

连续函数， 

对于[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ 

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]，由定理 4.1 和推论 4.1 可知，[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]不可能恒等于

vq 或 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 。即
rbpap )()1(  =
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vq · 1up +1 不可能恒成立。其中 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
均为素数，q 为大于 1 的正整

数， sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，e。v， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的

整数； 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。q或 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 恒定不变，只是指数

变化；那么必然存在无穷多正实数 x0，x1，x2， 

x3，…，xs，…；使得[c tx
bp

0

)(

tx
bpap )()( ÷

1tx
p +c tx

bp

1

)(

1)()( tx
bpap ÷

1tx
p +c tx

bp

2

)(
 

2)()( tx
bpap ÷

1tx
p +…+c tx

bp

2

)(

2)(ap ÷
1tx

p +c tx
bp

1

)(
)(ap ÷

1tx
p ]÷rad[c tx

bp

0

)(

tx
bpap )()(

÷
1tx

p + c tx
bp

1

)(

1)()( tx
bpap ÷

1tx
p + c tx

bp

2

)(

2)()( tx
bpap ÷

1tx
p +…+ c tx

bp

2

)(

2)(ap ÷
1tx

p +

c tx
bp

1

)(
)(ap ÷

1tx
p ]=1（t=0，1，2，3，…，s，…。xi＜xj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，

s，…）。 

即有下列情形： 

    （11）


 0

lim
xx

ψ（x）=


 0

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 


 1

lim
xx

ψ（x）=


 1

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]在 x∈[x0+ε，x1-ε]中有界。   

    （12）


 2

lim
xx

ψ（x）=


 2

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + 
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c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，x2-ε]中有界。 

    （13）


 3

lim
xx

ψ（x）=


 3

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷
1xp ]在 x∈[x0+ε，x3-ε]中有界。 

┇ 

   （1s）


 sxx
lim ψ（x）=


 sxx
lim [c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +  

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
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1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，xs-ε]中有界。 

    （1s+1）


 1

lim
sxx

ψ（x）=


 1

lim
sxx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp

+c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp + c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，xs+1-ε]中有界。 

┇ 

上述情形不可能出现
x

lim [c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +… 

+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap

÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=  的情

形，因为根据不定方程定理 4．１和推论 4．１可知，不可能出现 rad[
1)()1(

x
bpap  -

1]=rad[
2)()1(

x
bpap  -1]的情形， 21 xx  。故由此可知，rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp                                                     

+…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]是

具有一定规律性变化的连续函数；即对于 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷                

1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +c xbp

1

)(
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)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷

1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，当 x不断增大时，不断有 rad 函数ψ

（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp                                                        

+…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]等

于 1。那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +                                           

…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp +c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]为

x∋[x0+ε，+∞-ε]中的有界函数，即存在恒定的正实数 E9（1≤E9＜+∞），存在恒定的正

实数 F8（1＜F8＜+∞），E9＜F8，使得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E9≤ψ

（x）≤F8恒成立。因 rad 函数ψ（x）的情形包含了
)( Arad

A 的情形，那么 g∈[x0+ε，+∞-

ε]中的元素时，不等式 E9≤ )( Arad
A ≤F8恒成立。又因 A=rad（A）·H1，H1∈N，那么 E9≤H1

≤F8恒成立。因 E8≤
rbpap )()1(  ÷A≤F7恒成立，那么 E8·E9≤

rbpap )()1(  ÷rad（A）≤

F7·F8恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（m）≥1，那么不等式 F7·F8·rad（n）·rad（m）·rad（A）≥

rbpap )()1(  恒成立。由于 rad（g）=rad（A）·rad（p），这种情形下，F7·F8·rad（p）·rad

（n）·rad（m）·rad（g）≥
rbpap )()1(  恒成立。 

（7
0
）在 n与 R（R≥1）均为奇数的情形下，对于①的情形中，令 g=n-m=

1
1 )(

1 )1(
r

pbpa 

•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  -1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，

2，3，…，t），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，

at，b1，b2，b3，…，bt中任意两两互质，任一 ai•p（i=1，2，3，…，t）均为偶数，且 ai和

bi以及 p均为恒定的值。

因为根据二项式展开原则，g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa   

•…•
tr

t pb

t pa
)(

)1(  -1 总可以化为 A•
sp 的形式，其中 A中不含有 p因子。 

所以对于（7
0
）这样的情形与前面（6

0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 
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（8
0
）令与前面（6

0
）和（7

0
）这两种情形相类似的情形，这样的情形照样与（6

0
）的分

析证明情形同理可得出同样的结论。 

比如：对于 g=n-m=
rbpap )()1(  -1，r∈N，b∈N，b·p和 a·p均为偶数，（a，b）=1，

且 a 和 b 以及 p 均为恒定的正整数，g=n-m=
rbpap )()1(  -1 总可以化为 A• sp 的形式，且 A

中不含有 p因子； 

比如：对于 g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   

-1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p±1）≠（aj•p±1），

i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt 中任意两两互质，

ai•p（i=1，2，3，…，t）为偶数，且 ai和 bi以及 p均为恒定的值。这样的情形中，总存在

无限多这样的情形，其中任一情形总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p 因子。 

所以与前面（6
0
）和（7

0
）这两种情形相类似的情形，这样的情形照样与（6

0
）的分析证

明情形同理可得出同样的结论。 

对于②n与 R（R≥1）均为奇数的情形下，g 不为①情形的其它情形。 

那么令 c=n= vp 或 c=n= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 v， 1v ， 2v ， 3v ，…，

ev 均为不小于 1的整数； 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。正整数 p或者两两互不相同的素

数 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
恒定不变，只是指数变化。rad（g）不可能为恒定的值。 

（9
0
）对于②n 与 R（R≥1）均为奇数的情形下，g 不为①情形的其它情形。令 n=

vp ，

正整数 p（p＞1）为常数，v为不小于 1的整数；因为 R+g=
vp ，

vp ＞R＞1，且 p和 R互为

奇偶，在此情形下，当正整数 n 不断增大时，那么正整数 g 也不断增大，那么这种情形下，

当正整数 n 趋向于正无穷大时，正整数 g 趋向于正无穷大。这种情形下，由不定方程定理

4．１和推论 4．１以及定理 4．２和定理 4．３可知，对于
vp -R 的情形，因为

vp ＞R，那

么总存在一个最小值 0v
p -R，使得 0v

p -R≤
vp -R。令 R+y=

xp ，x和 y均为不小于 1的实数，

R为正整数常数。设函数 f（x）=
xp ÷（

xp -R），则函数 f（x）是连续函数。而
-

lim
x

f（x）

=
-

lim
x

（
xp -R+R）÷（

xp -R）=1-
-

lim
x

R÷（
xp -R）=1。又


 0

lim
vx

f（x）= 0v
p ÷（ 0v

p -R）。

则函数 f（x）在 x∈[v0+ε，+∞-ε]中有界。即存在恒定的实数 E10（1＜E10＜+∞），使得
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x∈[v0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 1＜f（x）≤E10 恒成立。因 g= vp -R，则函数 f（x）

的情形包含了 g

pv

的情形，那么 v∈[v0+ε，+∞-ε]的元素时，不等式 1＜ g

pv

≤E10 恒成立。 

因 R+g= vp ，由引理 3.3 可知，g=rad（g）·H1，H1∈N。当正整数 n不断增大时，正整

数 g 也不断增大，那么根数 rad（g）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那

么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（g）也趋向于正无穷大。因 1＜ g

pv

≤E10，那么 1＜ vp ÷[rad（g）·H1]≤E10恒成立。 

对于 g 和 rad（g），因为 g= vp -R，设 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




，x为不小于 1 的实

数，rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




的情形包含了

)( grad

g
的情形，即包含了

)( Rprad

Rp
v

v




的情形。由定

义６.１．2可知，rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




是连续函数，对于 xp -R，必然有无穷多正实数

x0，x1，x2，x3，…，xs，…；使得
)( Rprad

Rp

tx

tx




=1 或者 2的有限次幂（t=0，1，2，3，…，s，…。

xi＜xj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
xx

ψ（x）=


 0

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 0

0

Rprad

Rp
x

x




=1 或 02

k
（k0为有限的正整数）。


 1

lim
xx

ψ

（x）=


 1

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 1

1

Rprad

Rp
x

x




=1 或 12k

（k1为有限的正整数）。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x





在 x∈[x0+ε，x1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
xx

ψ（x）=


 2

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 2

2

Rprad

Rp
x

x




=1 或 22k

（k2为有限的正整数）。那么 rad

函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




在 x∈[x0+ε，x2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
xx

ψ（x）=


 3

lim
xx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 3

3

Rprad

Rp
x

x




=1 或 32

k
（k3为有限的正整数）。那么 rad

函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




在 x∈[x0+ε，x3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 sxx
lim ψ（x）=


 sxx
lim

)( Rprad

Rp
x

x




=

)( Rprad

Rp

sx

sx




=1 或 sk

2 （ks为有限的正整数）。那么 rad

函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




在 x∈[x0+ε，xs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
sxx

ψ（x）=


 1

lim
sxx )( Rprad

Rp
x

x




=

)( 1

1

Rprad

Rp

sx

sx









=1 或 12 sk
（ks+1 为有限的正整数）。

那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




在 x∈[x0+ε，xs+1-ε]中有界。 
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┇ 

上述情形不可能出现
1

lim
x )( 1

1

x

x

prad

p
=  的情形，因为当 p恒定时，不可能出现 rad

（ 1xp -R）=rad（ 2xp -R）， 21 xx  。故由此可知，rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




是具有一定

规律性变化的连续函数，即对于 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




，当 x不断增大时，不断有 rad

函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




等于 1或者 2的有限次幂。那么 rad 函数ψ（x）=

)( Rprad

Rp
x

x




（x为不

小于 1的实数）是有界函数；则 rad 函数ψ（x）=
)( Rprad

Rp
x

x




为 x∋[x0+ε，+∞-ε]中的有界

函数，即存在恒定的正实数 F10（1≤F10＜+∞），存在恒定的正实数 E11（1＜E11＜+∞），

E11＜F10，使得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E11≤ψ（x）≤F10恒成立。因 rad

函数ψ（x）的情形包含了
)( grad

g
的情形，那么 g∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E11

≤
)( grad

g
≤F10恒成立。又因 g=rad（g）·H1，H1∈N，那么 E11≤H1≤F10恒成立。因 1＜ vp

÷[rad（g）·H1]≤E10恒成立。所以这种情形下，不管 g和 v如何变化，则有不等式 E11≤

)( grad

pv

≤E10·F10恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 E10·F10·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ p
v

恒成立。 

（10
0
）对于②n 与 R（R≥1）均为奇数的情形下，g 不为①情形的其它情形。又令 n=

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1 的整数， 11g ，

12g ， 13g ，…， eg1

 
为两两互不相同且恒定不变的素数， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相等。

现在设 R+Y= 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 =z；z，Y， 1z ， 2z ， 3z ，…， ez 均为不小于 1

的实数， 1z ， 2z ， 3z ，…， ez 非全相等，R为正整数常数，且 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
和

R 互为奇遇。因 R+g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，在此情形下，当正整数 n 不断增大

时，那么正整数 g也不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，正整数 g

趋向于正无穷大。这种情形下，由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 以及定理 4.2 和定理 4.3 可

知，对于 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -R 的情形，因为 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1

＞ R≥1 ， 那 么 总 存 在 一 个 最 小 值 01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg -R ， 使 得

01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg -R≤ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -R。设函数 f（zi）
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=（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ）÷（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 -R）=1+R÷

（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 -R），那么
-

lim
iz

f（zi）=1。 

又



0

lim
ii vz

f （ zi ） = 01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg ÷

（ 01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg -R），设 x= 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ，x0=

01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg ，则函数 f（x）在 x∈[x0+ε，+∞-ε]中有界。即存在

恒定的实数 E12（1＜E12＜+∞），使得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 1＜f（x）≤

E12 恒成立。因 g= 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 -R，则函数 f（x）的情形包含了

（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷g的情形，那么 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不

等式 1＜（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷g≤E12恒成立。 

因 R+g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，由引理 3.3 可知，g=rad（g）·H2，H2∈N。当

正整数 n不断增大时，正整数 g也不断增大，那么根数 rad（g）总趋势也是随着正整数 n的

不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（g）也趋

向于正无穷大。那么 1＜（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷[rad（g）·H2]≤E12恒成立。 

对于 g和 rad（g），因 g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -R，设 rad 函数ψ（xi）=

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

Rggggrad

Rgggg

ex
e

xxx

ex
e

xxx








，xi（i=1，2，3，…e）均为不小于 1的实数，rad 

函数ψ（xi）=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

Rggggrad

Rgggg

ex
e

xxx

ex
e

xxx








的情形包含了

)( grad

g
的情形，即包含了 

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

Rggggrad

Rgggg

ev
e

vvv

ev
e

vvv








的情形。设 y= 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 -R，令ф（y）=
)( yrad

y
，

因为 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
为两两互不相同且恒定不变的素数，R 为正整数常数。因为

连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（y）= )( yrad

y
是连续函数，

对于 y，必然存在无穷多正实数 y0，y1，y2，y3，…，ys，…；使得 rad 函数ф（yt）= )( t

t

yrad

y

=1 或者 2 的有限次幂（t=0，1，2，3，…，s，…。yi＜yj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，

s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
yy

ф（y）=


 0

lim
yy

)( yrad

y
= )( 0

0

yrad

y
=1 或 02

k
（k0 为有限的正整数）,


 1

lim
yy

ф（y）
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=


 1

lim
yy

)( yrad

y
=

)( 1

1

yrad

y
=1 或 12k

（k1为有限的正整数）。那么 rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+

ε，y1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
yy

ф（y）=


 2

lim
yy

)( yrad

y
=

)( 2

2

yrad

y
=1 或 22k

（k2为有限的正整数）。那么 rad 函

数ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，y2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
yy

ф（y）=


 3

lim
yy

)( yrad

y
= )( 3

3

yrad

y
=1 或 32

k
（k3为有限的正整数）。那么 rad 函数

ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，y3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 syy
lim ф（y）=


 syy
lim )( yrad

y
= )( s

s

yrad

y
=1 或 sk

2 （ks为有限的正整数）。那么 rad 函数

ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，ys-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
syy

ф（y）=


 1

lim
syy

)( yrad

y
= )( 1

1





s

s

yrad

y
=1 或 12 sk

（ks+1 为有限的正整数）。那么

rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，ys+1-ε]中有界。 

┇ 

上述情形不可能出现
ix

lim
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

ex
e

xxx

ex
e

xxx

ggggrad

gggg








=  的情形。因为当 11g ， 12g ，

13g ，…， eg1

 
为两两互不相同且恒定不变的素数时，不可能出现 rad        

（ 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 -R）=rad（
/

1

11

x
g ·

/
2

12

x
g ·

/
3

13

x
g ·…·

/

1
ex

eg -R），x1

和 x1′或 x2和 x2′或 x3和 x3′或…或 xe和 xe′中至少有一组不相等。故由此可知，rad 函

数ф（y）=
)( yrad

y
是具有一定规律性变化的连续函数，即对于 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
，当

y不断增大时，不断有 rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
=1 或者 2的有限次幂。那么 rad 函数ф

（y）=
)( yrad

y
是有界函数；则 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
为 y∋[y0+ε，+∞-ε]中的有界函

数，即存在恒定的正实数 F11（1≤F11＜+∞），存在恒定的正实数 E13（1＜E13＜+∞），E13

＜F11，使得 y∈[y0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E13≤ф（y）≤F11恒成立。因 rad 函

数ф（y）的情形包含了 )( grad

g
的情形，那么 g∈[y0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E13≤

)( grad

g
≤F11恒成立。因 g=rad（g）·H2，H2∈N，那么 E13≤H2≤F11恒成立。因 1＜

（ 1

11

v
g · 2

12

v
g ·                 
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3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷[rad（g）·H2]≤E12恒成立。所以这种情形下，不管 g和 v如何变

化，则不等式 E13≤（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷rad（g）≤E12·F11恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 E12·F11·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 恒成立。 

（二）对于（2） rad（g）为恒定的值，则 rad（n）不可能为恒定的值。 

对于 n=g+m=g+R，总体分为两类进行剖析： 

<1>g 与 R（R≥1）互为奇偶，  

<2>g 和 R（R≥1）均为奇数。 

关于<1>g 与 R（R≥1）互为奇偶的情形： 

因 g+m 之和中可能会出现公因数，且公因数的根数不变，而公因数可变化 

的情形；总体也分为两类进行剖析： 

①令 n=g+m=
rbpap )()1(  +1，r∈N，a•p 和 b•p 均为奇数，（a，b）=1，且 a 和 b 以及

p均为恒定的值； 

例 1，n=g+m=
r)32()135(  +1，r∈N，r≥1； 

例 2，n=g+m=
r)53()157(  +1，r∈N，r≥1。 

或者令 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1，ri∈

N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p-1）≠（aj•p-1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt中任意两两互质，至少有一个

ai•p为奇数，且
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  总能化为M-

1 的形式，且 ai和 bi以及 p均为恒定的值。 

例 3，n=g+m=
1)32()135(
r

 •
2)38()132(

r
 •

3)310()138(
r

 •
4)335()1322(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1； 

例 4，n=g+m=
1)52()157(
r

 •
2)54()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

或者令与前面两种情形类似的情形。 

例 5，n=g+m=
1)52()157(
r

 •
2)54()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  
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+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1； 

例 6，n=g+m=
1)53()157(
r

 •
2)53()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

②在 g与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。 

现在开始对（ii）中之（二）之<1>之①和②的情形进行分析： 

在 g与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，对于①的情形。 

（1
0
）在 g与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，对于 n=g+m=

rbpap )()1(  +1，r∈N，a•p 和 b

•p 均为奇数，（a，b）=1，且 a和 b以及 p均为恒定的值； 

由不定方程定理 4．１和推论 4．１以及定理 4．２和定理 4．３可知，对于
rbpap )()1( 

+1 的情形，那么总存在一个最小值
0)()1(

r
bpap  +1，使得

0)()1(
r

bpap  +1≤
rbpap )()1(  +1。

令 y=
xbpap )()1(  +1，x 和 y 均为不小于 1 的实数，设函数 f（x）=[

xbpap )()1( 

+2]÷[
xbpap )()1(  +1]，则函数 f（x）是连续函数。 

因为 n=g+m=
rbpap )()1(  +1，根据二项式展开原则，

rbpap )()1(  =c rbp

0

)(

rbpap )()( -c rbp

1

)(

1)()( rbpap +c rbp

2

)(

2)()( rbpap +…+ 2)()1( 
rbp

c rbp

2

)(

2)(ap + )1(
1)(


rbp

c rbp

1

)(
)(ap -1，则令

n=
rbpap )()1(  +1=A• 1rp 。 

又令 nʹ=
rbpap )()1(  +2，则 1<nʹ÷n<2。那么 A• 1rp ÷nʹ有界，故 A÷nʹ有界， 

即 A÷[
xbpap )()1(  +2]有界，那么函数[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷[
xbpap )()1(  +2]在 x∈[r0+ε，+∞-ε]中有界。则存在恒定的实数 F1ʹ（1＜F1ʹ＜+

∞），存在恒定的实数 E1ʹ（1＜E1ʹ＜+∞），且 1÷F1ʹ＜1÷E1ʹ，使得 x∈[r0+ε，+∞-ε]的

元素时， 

不等式 1÷F1ʹ≤[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap  

÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷[
xbpap )()1(  +2]≤1÷E1ʹ恒成立。那么 E1ʹ≤[

xbpap )()1(  +2]÷[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
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1xp - c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷

1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]≤F1ʹ恒成立，即 E1ʹ≤[

xbpap )()1(  +2]÷A≤F1ʹ恒成立。 

对于 A 和 rad（A），设 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷

1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷

1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，x 为不小于 1

的实数，那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]的情形包含了

)( Arad
A 的情

形。由定义６.１．2可知，rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp

+c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]是连续函数，对于[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]，由定理 4.1 和推 

论 4.1 可知，[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap  

÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]不可能恒等

于
vq 或 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 。即
rbpap )()1(  =

vq ·
1up +1 不可能恒成立。其中

11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
均为素数，q 为大于 1 的正整数， sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，

2，3，…，e。v， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的整数； 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 非全相

等。q或 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 恒定不变，只是指数变化；那么必然存在无穷多正实数 x0，
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x1，x2，x3，…，xs，…；使得[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap

÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1（t=0，1，2，3，…，s，…。xi＜xj，i＜

j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。 

即有下列情形： 

    （11）


 0

lim
xx

ψ（x）=


 0

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 


 1

lim
xx

ψ（x）=


 1

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(
 

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[ c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp - c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，x1-ε]中有

界。 

（12）


 2

lim
xx

ψ（x）=


 2

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]=1。 
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那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，x2-ε]中有

界。 

   （13）


 3

lim
xx

ψ（x）=


 3

lim
xx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，x3-ε]中有

界。 

┇ 

（1s）


 sxx
lim ψ（x）=


 sxx
lim [c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]在 x∈[x0+ε，xs-ε]中有
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界。 

（1s+1）


 1

lim
sxx

ψ（x）=


 1

lim
sxx

[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=1。 

那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp + 

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]在 x∈[x0+ε，xs+1-ε]中

有界。 

┇ 

上述情形不可能出现
x

lim [c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +… 

+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷

1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]=  的情形，因为根据不定方程定理 4．１和推论

4．１可知，不可能出现 rad[
1)()1(

x
bpap  +1]=rad[

2)()1(
x

bpap  +1]的情形， 21 xx  。故

由此可知，rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -                                                  

c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp +

)1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷
1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
1xp + )1(

1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]是具有一定规律性变化的连续函数；即对于 rad 函数ψ（x）  =[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷

1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷
1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷
1xp +…+ )1(

2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷
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1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷

1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(

)(ap ÷ 1xp ]，当 x不断增大时，不断有 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp +

)1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]等于 1。那么 rad 函数ψ（x）=[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +

c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+ )1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷

1xp ]÷rad[c xbp

0

)(

xbpap )()( ÷ 1xp -c xbp

1

)(

1)()( xbpap ÷ 1xp +c xbp

2

)(

2)()( xbpap ÷ 1xp +…+

)1(
2)(


xbp

c xbp

2

)(

2)(ap ÷ 1xp + )1(
1)(


xbp

c xbp

1

)(
)(ap ÷ 1xp ]为 x∋[x0+ε，+∞-ε]中

的有界函数，即存在恒定的正实数 E2
ʹ（1≤E2

ʹ＜+∞），存在恒定的正实数 F2
ʹ（1＜F2

ʹ＜+

∞），E2
ʹ＜F2

ʹ，使得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E2
ʹ≤ψ（x）≤F2

ʹ恒成立。因

rad 函数ψ（x）的情形包含了
)( Arad

A 的情形，那么 g∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等

式 E2
ʹ≤

)( Arad
A ≤F2

ʹ恒成立。又因 A=rad（A）·H1，H1∈N，那么 E2
ʹ≤H1≤F2

ʹ恒成立。因 E1ʹ≤

[
xbpap )()1(  +2]÷A≤F2ʹ恒成立，那么 E1ʹ·E2ʹ≤[

xbpap )()1(  +2]÷rad（A）≤F1ʹ·F2ʹ恒成

立。即不等式 F1ʹ·F2ʹ·rad（n）·rad（m）·rad（A）≥[
xbpap )()1(  +2]恒成立。 

由于[
xbpap )()1(  +2]˃[

xbpap )()1(  +1]，rad（n）=rad（A）·rad（p），rad（g）≥1，

rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F1ʹ·F2ʹ·rad（n）·rad（m）·rad（g）≥[
xbpap )()1( 

+1]恒成立。 

那么对于（二）中之①情形中的其它任一情形均与（二）中之（1
0
）的分析证明情形同

理可得出同样的结论。 

根据二项式展开原则： 

比如：对于 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p-1）≠
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（aj•p-1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt中任意

两两互质，至少有一个 ai•p 为奇数，且
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  总能化为 M-1 的形式，且 ai 和 bi 以及 p 均为恒定的值。那么 n=g+m=

1
1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1 总可以化为 A• sp 的形

式，且 A中不含有 p因子。 

比如：对于 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p±

1）≠（aj•p±1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，

bt中任意两两互质，至少有一个 ai•p 为奇数，且 ai和 bi以及 p均为恒定的值。
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa 

•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   这样的情形中，总存在无限多的情形，其

中任一情形总能化为 M-1 的形式，那么这样的 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •

3
3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1 总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子。 

所以上述这样的情形照样与（二）中之（1
0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 

对于②在 g与 R（R≥1）互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。 

（2
0
）对于（2），rad（g）为恒定的值，由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 可知，则 rad

（n）不可能为恒定的值。因 n÷n=1，那么
n

lim  （n）÷ 
n

lim  （n）=1。又因 n=[rad（n）]·H3；

当正整数 n 不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增

大，那么这种情形下，当正整数 n 趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋向于正无穷大；而

n÷{[rad（n）]·H3}=1 恒成立。 

令 R+
hd
=n，d 为大于 1的恒定正整数，h为不小于 1的整数；由引理 3.3 可知，n=rad

（n）·H3，H3∈N。当正整数 n不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n的

不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋

向于正无穷大。 

对于 n和 rad（n），因 n=
hd
+R，设 rad 函数ψ（x）=

)( Rdrad

Rd
x

x



 ，x为不小于 1的实数，

rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 的情形包含了
)(nrad

n 的情形，即包含了
)( Rdrad

Rd
h

h



 的情形。由定义
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６．１.2 可知，rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 是连续函数，对于
xd
+R，必然有无穷多正实数

x0，x1，x2，x3，…，xs，…；使得
)( Rdrad

Rd
tx

tx



 =1（t=0，1，2，3，…，s，…。xi＜xj，i＜j，

i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
xx

ψ（x）=


 0

lim
xx )( Rdrad

Rd
x

x



 =
)( 0

0

Rdrad

Rd
x

x



 =1。


 1

lim
xx

ψ（x）=


 1

lim
xx )( Rdrad

Rd
x

x



 =
)( 1

1

Rdrad

Rd
x

x





=1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 在 x∈[x0+ε，x1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
xx

ψ（x）=


 2

lim
xx )( Rdrad

Rd
x

x



 =
)( 2

2

Rdrad

Rd
x

x



 =1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 在 x

∈[x0+ε，x2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
xx

ψ（x）=


 3

lim
xx )( Rdrad

Rd
x

x



 =
)( 3

3

Rdrad

Rd
x

x



 =1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 在 x

∈[x0+ε，x3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 sxx
lim ψ（x）=


 sxx
lim

)( Rdrad

Rd
x

x



 =
)( Rdrad

Rd
sx

sx



 =1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 在 x

∈[x0+ε，xs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
sxx

ψ（x）=


 1

lim
sxx )( Rdrad

Rd
x

x



 =
)( 1

1

Rdrad

Rd
sx

sx








=1。那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x





在 x∈[x0+ε，xs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 是具有一定规律性变化的连续函数，具

体特征是 rad 函数ψ（x）不断地等于 1；那么 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 （x 为不小于 1的

实数）是有界函数；则 rad 函数ψ（x）=
)( Rdrad

Rd
x

x



 为 x∋[x0+ε，+∞-ε]中的有界函数，即

存在恒定的正实数 F12（1≤F12＜+∞），存在恒定的正实数 E14（1＜E14＜+∞），E14＜F12，使

得 x∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E14≤ψ（x）≤F12恒成立。因 rad 函数ψ（x）

的情形包含了
)(nrad

n 的情形，那么 n∈[x0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E14≤ )(nrad
n ≤F12

恒成立。因 n=rad（n）·H3，H3∈N，那么 E14≤H3≤F12恒成立。 

因 rad（g）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F12·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥n恒成立。 

（3
0
）令 R+ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 =n（R˃1），其中 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均
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为恒定的素数， wq1 ≠ uq1 （w≠u）；w，u=1，2，3，…，s。 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 均为不

小于 1 的整数。由引理 3.3 可知，n=rad（n）·H4，H4∈N4。当正整数 n 不断增大时，那么

根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整

数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋向于正无穷大。 

对于 n 和 rad（n），因 n= 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 +R，设 rad 函数ψ（xi）=

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

Rqqqqrad

Rqqqq

sx
s

xxx

sx
s

xxx








，xi（i=1，2，3，…s）均为不小于 1的实数，rad 

函数ψ（xi）=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

Rqqqqrad

Rqqqq

sx
s

xxx

sx
s

xxx








的情形包含了

)(nrad
n 的情形，即包含了 

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

Rqqqqrad

Rqqqq

sh
s

hhh

sh
s

hhh








的情形。设 y= 1

11

x
q · 2

12

x
q · 3

13

x
q ·…· sx

sq1 +R，令ф（y）=
)( yrad

y
，

因为 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均为恒定的素数， wq1 ≠ uq1 （w≠u）；因为连续函数的加减乘

除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
是连续函数，对于 y，必然存在

无穷多正实数 y0，y1，y2，y3，…，ys，…；使得 )( t

t

yrad

y
=1（t=0，1，2，3，…，s，…。yi＜

yj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
yy

ф（y）=


 0

lim
yy

)( yrad

y
= )( 0

0

yrad

y
=1。


 1

lim
yy

ф（y）=


 1

lim
yy

)( yrad

y
=

)( 1

1

yrad

y
=1。那么

rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，y1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
yy

ф（y）=


 2

lim
yy

)( yrad

y
= )( 2

2

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
在 y∈[y0+ε，

y2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
yy

ф（y）=


 3

lim
yy

)( yrad

y
= )( 3

3

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）=

)( yrad

y
在 y∈[y0+ε，

y3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 syy
lim ф（y）=


 syy
lim )( yrad

y
= )( s

s

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
在 y∈[y0+ε，

ys-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
syy

ф（y）=


 1

lim
syy

)( yrad

y
= )( 1

1





s

s

yrad

y
=1。那么 rad 函数ф（y）= )( yrad

y
在 y∈[y0+

ε，ys+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
是具有一定规律性变化的连续函数，具体
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特征是 rad 函数ф（y）不断地等于 1；那么 rad 函数ф（y）=
)( yrad

y
是有界函数；则 rad 函

数ф（y）=
)( yrad

y
为 y∋[y0+ε，+∞-ε]中的有界函数，即存在恒定的正实数 F13（1≤F13＜+

∞），存在恒定的正实数 E15（1＜E15＜+∞），E15＜F13，使得 y∋[y0+ε，+∞-ε]中的元素时，

不等式 E15≤ф（y）≤F13恒成立。因 rad 函数ф（y）的情形包含了
)(nrad

n 的情形，那么 n∈

[y0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E15≤ )(nrad
n ≤F13恒成立。因 n=rad（n）·H4，H4∈N，

那么 E15≤H4≤F13恒成立。 

因 rad（g）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F13·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥n恒成立。 

关于<2>g 和 R（R≥1）均为奇数的情形： 

这样的情形，总体也分为两类情形进行剖析： 

①令 n=g+m=
rbpap )()1(  +1，r∈N，b∈N，a•p 为偶数，b•p 为奇数，（a，b）=1，且 a

和 b以及 p均为恒定的值； 

例 1，n=g+m=
r)35()134(  +1，r∈N，r≥1； 

例 2，n=g+m=
r)53()158(  +1，r∈N，r≥1。 

或者令 g=n-m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1，ri∈

N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p-1）≠（aj•p-1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt中任意两两互质，ai•p 为偶数，

且
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  总能化为 M-1 的形式，且

ai和 bi以及 p均为恒定的值； 

例 3，n=g+m=
1)32()134(
r

 •
2)38()132(

r
 •

3)310()138(
r

 •
4)335()1322(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1； 

例 4，n=g+m=
1)52()1516(
r

 •
2)54()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

或者令与前面两种情形类似的情形。 

例 5，n=g+m=
1)52()1516(
r

 •
2)54()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1； 
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例 6，n=g+m=
1)53()1516(
r

 •
2)53()152(

r
 •

3)522()158(
r

 •
4)533()1522(

r
  

+1，ri∈N（i=1，2，3，4），ri≥1。 

②在 g和 R（R≥1）均为奇数的情形下，n不为①情形的其它情形。 

现在开始对（ii）中之（二）之<2>之①和②的情形进行分析： 

在 g与 R（R≥1）均为奇数的情形下，对于①的情形。 

（4
0
）在 g和 R均为奇数的情形下，对于①的情形中的任一情形均与（ii）中（二）中

之（1
0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 

因为根据二项式展开原则： 

比如：对于 n=g+m=
rbpap )()1(  +1，r∈N，b∈N，a•p 为偶数，b•p 为奇数，（a，b）=1，

且 a 和 b 以及 p 均为恒定的值；那么 n=g+m=
rbpap )()1(  +1 总可以化为 A• sp 的形式，且 A

中不含有 p因子； 

比如：对于 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p-1）≠

（aj•p-1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt中任意

两两互质，ai•p 为偶数，且
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1( 

总能化为 M-1 的形式，且 ai 和 bi 以及 p 均为恒定的值。那么 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •

2
2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1 总可以化为 A• sp 的形式，且 A 中不含

有 p因子。 

比如：对于 n=g+m=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +1，ri∈N（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），（ai•p±

1）≠（aj•p±1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t）；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，

bt 中任意两两互质，ai•p 为偶数，且 ai 和 bi 以及 p 均为恒定的值。
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •

2
2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  • … •  

tr
t pb

t pa
)(

)1(  这 样 的 情 形 中 ， 总 存                           

在无限多的情形，其中任一情形总能化为 M-1 的形式，那么这样的 n=g+m=
1
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)1(  +1 总可以化为 A•
sp 的形式，且 A 中不含
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有 p因子。 

所以上述这样的情形照样与（ii）中（二）中之（1
0
）的分析证明情形同理可得出同样

的结论。 

在 g与 R（R=1）均为奇数的情形下，对于②的情形。 

（5
0
）在 g 和 R 均为奇数的情形下，n 不为①情形的其它情形。这样的任一情形均与

（二）中（2
0
）和（3

0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 

（三）对于（3），rad（g）和 rad（n）均不为恒定的值。 

因 R+g=n，n÷n=1，那么
n

lim  （n）÷ 
n

lim  （n）=1。由引理 3.3 可知，n=rad（n）·H5，

H5∈N。当正整数 n 不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而

不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋向于正无穷

大；而 n÷{[rad（n）]·H5}=1 恒成立。 

对于 n和 rad（n），因 n=g+R，rad（g）和 rad（n）均不为恒定的值。那么这种情形下

任一 n总可以表为 n=
hd
+R，d为大于 1的正整数，或 n= 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 +R，

11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均为两两互不相同素数，（R， 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）=1，

wq1 ≠ uq1 （w≠u）；w，u=1，2，3，…，s。 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 均为不小于 1 的整数；

或 n=
rbpap )()1(  +1，r∈N，a•p 和 b•p 均为奇数，且 a 和 b 以及 p 均为恒定的值；或者

n=g+R=
1
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pbpa  •
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t pa
)(

)1(  +1，ri∈N 

（i=1，2，3，…，t），bi∈N（i=1，2，3，…，t），任意两两（ai•p-1）和（aj•p-1）互

质，i≠j（i，j=1，2，3，…，t），且
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  总能化为 M-1 的形式，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的值。 11q ， 12q ， 13q ，…，

sq1 均为两两互不相同素数，（R， 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）=1， wq1 ≠ uq1 （w≠u）；

w，u=1，2，3，…，s。 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 均为不小于 1的整数；或者与后面两种情形相

类似的情形等等。那么这些情形中任一情形的任一数值总与前面剖析的所有情形中某一情形

的某一数值相对应，所以对于（3），rad（g）和 rad（n）均不为恒定的值的情形，仍然可

得出与前面同样的结论。 

（iii）对于 m+g＝n，（m，g，n）=1，当 g=W 为恒定的值时，因 m+g=m+W=n，由定理
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4.1 和推论 4.1 可知，随着 g和 n的变化，rad（n）和 rad（m）必为下列情形之一： 

① rad（n）为恒定的值，则 rad（m）不可能为恒定的值。 

② rad（m）为恒定的值，则 rad（n）不可能为恒定的值。 

③rad（m）和 rad（n）均不为恒定的值。 

那么（iii）这样的情形与（ii）的情形同理可得出同样的结论。 

第五步：对于第四大类再细分为七个小类来剖析。 

（iv）对于 m+g＝n，（m，g，n）=1，当 m，g，n均不为恒定的值时，由定理 4.1 和推

论 4.1 可知，随着 m和 g以及 n的变化，rad（m）和 rad（g）以及 rad（n）必为下列情形

之一： 

（1）rad（m）和 rad（g）均为恒定的值，rad（n）不可能为恒定的值。 

（2） rad（n）和 rad（g）均为恒定的值，rad（m）不可能为恒定的值。 

（3） rad（n）和 rad（m）均为恒定的值，rad（g）不可能为恒定的值。 

（4） rad（n）为恒定的值，rad（m）和 rad（g）均不为恒定的值。 

（5） rad（m）为恒定的值，rad（n）和 rad（g）均不为恒定的值。 

（6） rad（g）为恒定的值，rad（m）和 rad（n）均不为恒定的值。 

（7）rad（n）和 rad（m）以 rad（g）均不为恒定的值。  

从前面（iv）中（1），（2），（3），（4），（5），（6），（7）的情形可得出这

样的结论，（1）和（5）以及（6）和（7）中，rad（n）均不为恒定的值，那么这几种情形

与（ii）中（三）的情形同理可得出同样的结论。（2）和（3）的情形可互换。（5）和（6）

的情形可互换。 

（一）对于（1），rad（m）和 rad（g）均为恒定的值。 

由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 可知，rad（n）不可能为恒定的值。 

因 n÷n=1，那么
n

lim  （n）÷ 
n

lim  （n）=1。 

又因 n=[rad（n）]·H6；当正整数 n不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正

整数 n的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad

（n）也趋向于正无穷大；而 n÷{[rad（n）]·H6}=1 恒成立。 

对于 n=m+g，总体分为两类进行剖析： 

<1>m 与 g互为奇偶， 

<2>m 和 g均为奇数。 
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关于<1>m 与 g 互为奇偶的情形： 

因 m+g 之和中可能会出现公因数，且公因数的根数不变，而公因数可变化 

的情形；总体也分为两类进行剖析： 

①令 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒定

的正整数，b•p 为奇数，（ap+1）与（cp-1）互质；a，b，c，d任意两两互质； 

例 1，n=m+g=
r)37()135(  +

v)35()134(  ，r∈N，r≥1，v∈N，v≥1； 

例 2，n=m+g=
r)37()134(  +

v)35()137(  ，r∈N，r≥1，v∈N，v≥1。 

或者令 n=m+g=
1
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)1(  ，ri∈N（i=1，2，3，…，

t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
1
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pdpc  •
2
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pdpc 

•
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3 )1(
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)(

)1(  总可以化成 W-1 的形式，
1
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r
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•
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)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，cs，d1，d2，

d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p均为恒定的正整数，ce和 de以及 pe均为恒定的

正整数。 

例 3，n=m+g=
1)33()134(
r

 •
2)35()132(

r
 •

3)310()138(
r

 •
4)335()1322(

r
  

+
1)33()136(
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 •
2)35()138(
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 •

3)310()1311(
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 •
4)335()1310(

r
 ，ri∈N（i=1，2，3，4），

ri≥1； 

或者令 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r 为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒定的

正整数，（ap+q）与（cp-q）互质；bp 为奇数；a，b，c任意两两互质； 

例 4，n=m+g=
r)37()537(  +

r)37()534(  ，r∈N，r≥1； 

例 5，n=m+g=
r)37()732(  +

r)37()735(  ，r∈N，r≥1。 

或者令 n=m+g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(
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+
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•p+q），

i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p-q）≠（cj•p-q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

bp 为奇数；
rbpqpa )(

1 )(  •
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3 )(  •…•
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3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b以及 ci和 p及 q均为恒定的正整数。 

例 6 ， n=m+g=
r)33()534(  •

r)35()532(  •
r)37()538(  +

r)33()534(  • 

r)35()533(  •
r)37()538(  ，r∈N，r≥1。 

或者令与前面四种情形相类似的情形。 

例 7 ， n=m+g=
r)33()534(  •

r)35()532(  •
r)37()538(  +

r)33()533(  • 

r)35()537(  •
r)37()538(  ，r∈N，r≥1； 

例 8，n=m+g=
1)53()554(
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 •
2)53()552(

r
 •

3)522()538(
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2)56()592(
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 •
3)521()538(

v
 ，ri∈N（i=1，2，3），ri≥1；vj∈N（j=1，2，3），vj≥1，

1)53( r + 2)53( r + 3)522(
r

 = 1)52( v + 2)56( v + 3)521(
v

 。 

②在 m与 g互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。 

现在开始对（iv）中之（一）之<1>之①和②的情形进行分析： 

在 m与 g互为奇偶的情形下，对于①的情形。 

（1
0
）在 m与 g互为奇偶的情形下，对于①的情形中的任一情形均与（ⅱ）中（二）中

（1
0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 

比如：对于 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均

为恒定的正整数，d•p 为奇数，（ap+1）与（cp-1）互质；a，b，c，d任意两两互质；因为

根据二项式展开原则，n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  总可以化为 A•
sp 的形式，且 A中不

含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
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j=1，2，3，…，t），（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
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cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de以及

pe 均为恒定的正整数；根据二项式展开原则，那么 n=m+g=
1
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)1(  总可以化

为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒

定的正整数，（ap+q）与（cp-q）互质；bp为奇数；a，b，c任意两两互质；根据二项式展

开原则，那么 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A 中不含有 p

因子； 

比如：对于 n=m+g=
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i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p-q）≠（cj•p-q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

bp 为奇数,t 为奇数；
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可

以化成 W-1 的形式，
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和

rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，

c1，c2，c3，…，ct中任意两两互质，且 ai和 b以及 ci和 p及 q均为恒定的正整数；根据二

项式展开原则，那么 n=m+g=
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比如：对于 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均
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为恒定的正整数，（ap±1）与（cp±1）互质；a，b，c，d 任意两两互质；
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  这样的情形中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总

可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
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pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  • … •

tr
t pb

t pa
)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，

cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de以及

pe均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开

原则，总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒

定的正整数，（ap±q）与（cp±q）互质；a，b，c任意两两互质；这样的情形中总存在无

限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A•
sp 的形式，且 A中不含

有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

+
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p±q）≠

（aj•p±q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p±q）≠（cj•p±q），i≠j（i，j=1，

2，3，…，t），bp 为奇数；
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()( 

和
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，

b，c1，c2，c3，…，ct中任意两两互质，且 ai和 b以及 ci和 p及 q均为恒定的正整数；这样

的情形中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A•
sp 的

形式，且 A中不含有 p因子。 
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所以对于（1
0
）这样的情形与（ⅱ）中（二）中（1

0
）的分析证明情形同理可得出同样

的结论。 

对于②的情形，在 m与 g互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。 

（2
0
）在 m 与 g 互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。令 n=

kq
+

hd
，q和 d均

为大于1的恒定正整数且互质，k和h均为不小于1的整数。由引理3.3可知，n=rad（n）·H6，

H6∈N。当正整数 n 不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而

不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋向于正无穷

大。 

对于 n 和 rad（n），设 rad 函数ψ（x，y）=
)( yx

yx

dqrad

dq




，x 和 y 均为不小于 1 的实数，

rad 函数ψ（x，y）=
)( yx

yx

dqrad

dq




的情形包含了

)(nrad
n 的情形，即包含了

)( hk

hk

dqrad

dq




的情形。设 z=

xq
+

yd
，令ф（z）=

)( zrad
z ，因为 q 和 d均为大于 1的恒定正整数且互质，因为连续函数的

加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是连续函数，对于 z，必

然存在无穷多正实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 )( t

t

zrad

z
=1（t=0，1，2，3，…，s，…。

zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z =

)( 1

1

zrad

z
=1。那么 rad

函数ф（z）=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z = )( 2

2

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+

ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 
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故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体特

征是当 z不断增大时，不断有 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z =1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是有

界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的正实

数 F14（1≤F14＜+∞），存在恒定的正实数 E16（1＜E16＜+∞），E16＜F14，使得 z∈[z0+ε，+

∞-ε]中的元素时，不等式 E16≤ф（z）≤F14恒成立。因 rad 函数ф（z）的情形包含了
)(nrad

n

的情形，那么 n∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E16≤ )(nrad
n ≤F14 恒成立。因 n=rad

（n）·H5，H5∈N，那么 E16≤H5≤F14恒成立。 

因 rad（g）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F14·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥n恒成立。 

（ 3
0
）在 m 与 g 互为奇偶的情形下，n 不为①情形的其它情形。令 n=

1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 + 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，由引理 3.3 可知，n=rad

（n）·H6，H6∈N。当正整数 n不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n的

不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋

向于正无穷大。 

对于 n和 rad（n），设 rad 函数ψ（xi，yj）=
)( 1

3
13

2
12

1
111

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

111
3

13
2

12
1

11

sy
s

yyyex
e

xxx

sy
s

yyyex
e

xxx

qqqqpppprad

qqqqpppp








，

xi和 xi均为不小于 1的实数，rad 函数ψ（xi，yj）=
)( 1

3
13

2
12

1
111

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

111
3

13
2

12
1

11

sy
s

yyyex
e

xxx

sy
s

yyyex
e

xxx

qqqqpppprad

qqqqpppp









的情形包含了
)(nrad

n 的情形，即包含了
)( 1

3
13

2
12

1
111

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

111
3

13
2

12
1

11

sh
s

hhhek
e

kkk

sh
s

hhhek
e

kkk

qqqqpppprad

qqqqpppp








的情形。设 z=

ex

e

xxx
pppp 1131211

321   + sy

s

yyy
qqqq 1131211

321   ，因为令ф（z）=
)( zrad

z ，因为

11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 ， 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均为两两互不相同且恒定的素数，因

为连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是连续函

数，对于 z，必然存在无穷多正实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 )( t

t

zrad

z
=1（t=0，1，

2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z = )( 1

1

zrad

z
=1。那么 rad

函数ф（z）=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 
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（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z =

)( 2

2

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+

ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体特

征是当 z 不断增大时，rad 函数ф（z）不断地等于 1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是有界

函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的正实数

F15
′
（1≤F15

′
＜+∞），存在恒定的正实数 E17

′
（1＜E17

′′
＜+∞），E17

′
＜F15

′
，使得 z∈[z0+

ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E17
′′

≤ф（z）≤F15恒成立。因 rad 函数ф（z）的情形包

含了
)(nrad

n 的情形，那么 n∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E17
′
≤

)(nrad
n ≤F15

′
恒成立。

因 n=rad（n）·H5
′
，H5

′
∈N，那么 E17

′
≤H5

′
≤F15恒成立。 

因 rad（g）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F15·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥n恒成立。 

（4
0
）令 1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 +
hd
=n，这种情形与由前面（iv）中（一）中

（2
0
）和（3

0
）的情形同理可得出同样的结论。 

（5
0
）令

kq
+ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 =n，这种情形与由（iv）中（一）中（2
0
）

和（3
0
）的情形同理可得出同样的结论。 

关于<2>m 与 g 均为奇数的情形： 

这样的情形，总体也分为两类情形进行剖析： 

①令 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒定
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的正整数，d•p 为奇数，（ap+1）与（cp-1）互质；a，b，c，d中任意两两互质； 

或者令 n=m+g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   

+
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N（i=1，2，3，…，

t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc 

•
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化成 W-1 的形式，
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa 

•
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，cs，d1，d2，

d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p均为恒定的正整数，ce和 de以及 pe均为恒定的

正整数。 

或者令 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r 为自然数，且 a，b，c，q，p均为恒定的

正整数，（ap+q）与（cp-q）互质；bp 为奇数；a，b，c任意两两互质； 

或者令 n=m+g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

+
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•p+q），

i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p-q）≠（cj•p-q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

bp 为奇数；
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化成 W-

1 的形式，
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b以及 ci和 p及 q均为恒定的正整数。 

或者令与前面四种情形相类似的情形。 

②在 m与 g均为奇数的情形下，n不为①情形的其它情形。 

现在开始对（iv）中之（一）之<2>之①和②的情形进行分析： 

在 m与 g均为奇数的情形下，对于①的情形。 

（6
0
）在 m与 g均为奇数的情形下，对于①的情形中的任一情形均与（ⅱ）中（二）中

（1
0
）的分析证明情形同理可得出同样的结论。 
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比如：对于 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均

为恒定的正整数，d•p 为奇数，（ap+1）与（cp-1）互质；a，b，c，d任意两两互质；根据

二项式展开原则，那么 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不

含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•          

tr
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)(

)1(  +
1
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v
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2
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2 )1(
v
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3

3 )(

3 )1(
v
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sv
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s pc
)(

)1(  ，ri∈N

（i=1，2，3，…，t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t），（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc 

•
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化成 W-1 的形式，
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa 

•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  • … •

tr
t pb

t pa
)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，

cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de以及

pe 均为恒定的正整数；根据二项式展开原则，那么 n=m+g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •

3
3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •… •

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •… •

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒

定的正整数，（ap+q）与（cp-q）互质；bp为奇数；a，b，c任意两两互质；根据二项式展

开原则，那么 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A 中不含有 p

因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

+
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•p+q），

i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p-q）≠（cj•p-q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  总可以化成 W-1 的形式；

rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  • … •
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )(  •
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rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b 以及 ci和 p 及 q 均为恒定的正整数；根据二项式展开原则，

那么 n=m+g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  +
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A 中不含有 p因

子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpap )()1(  +

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均

为恒定的正整数，（ap±1）与（cp±1）互质；a，b，c，d任意两两互质；这样的情形中总

存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A• sp 的形式，且 A

中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N

（i=1，2，3，…，t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p±1）≠（aj•p±1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t），（ce•p±1）≠（cu•p±1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa 

•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  • … •

tr
t pb

t pa
)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，

cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de以及

pe均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开

原则，总可以化为 A•
sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒

定的正整数，（ap±q）与（cp±q）互质；bp为奇数；a，b，c任意两两互质；这样的情形

中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A•
sp 的形式，

且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

+
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p±q）≠

（aj•p±q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p±q）≠（cj•p±q），i≠j（i，j=1，
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2，3，…，t）；
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )( 

•
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b 以及 ci和 p 及 q 均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无

限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含

有 p因子。 

所以对于（6
0
）这样的情形与（ⅱ）中（二）中（1

0
）的分析证明情形同理可得出同样

的结论。 

在 m与 g均为奇数的情形下，对于②的情形。 

（7
0
）对于 n=

kq
+

hd
，q和 d均为大于 1的恒定正整数且互质，k和 h均为不小于 1的

整数。由引理 3.3 可知，n=rad（n）·H6，H6∈N。当正整数 n不断增大时，那么根数 rad（n）

总趋势也是随着正整数 n的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无

穷大时，根数 rad（n）也趋向于正无穷大。 

对于 n 和 rad（n），设 rad 函数ψ（x，y）=
)( yx

yx

dqrad

dq




，x 和 y 均为不小于 1 的实数，

rad 函数ψ（x，y）=
)( yx

yx

dqrad

dq




的情形包含了

)(nrad
n 的情形，即包含了

)( hk

hk

dqrad

dq




的情形。设 z=

xq
+

yd
，令ф（z）=

)( zrad
z ，因为 q 和 d均为大于 1的恒定正整数且互质，因为连续函数的

加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是连续函数，对于 z，必

然存在无穷多正实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 rad 函数ф（zt）= )( t

t

zrad

z
=1 或者 2的

有限次幂（t=0，1，2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那

么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z =

)( 1

1

zrad

z
=1 或 2 的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z = )( 2

2

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

在 z∈[z0+ε，z2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

在 z∈[z0+ε，z3-ε]中有界。 
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┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

在 z∈[z0+ε，zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1 或 2 的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）

=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体特

征是当 z不断增大时，rad 函数ф（z）不断地等于 1或 2的有限次幂；那么 rad 函数ф（z）

=
)( zrad

z 是有界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在

恒定的正实数 F16（1≤F16＜+∞），存在恒定的正实数 E18（1＜E18＜+∞），E18＜F16，使得 z

∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E18≤ф（z）≤F16恒成立。因 rad 函数ф（z）的情

形包含了
)(nrad

n 的情形，那么 n∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E18≤ )(nrad
n ≤F16恒成

立。因 n=rad（n）·H5，H5∈N，那么 E18≤H5≤F16恒成立。 

因 rad（g）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F16·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥n恒成立。 

（8
0
）对于 n= 1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 + 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，由引

理 3.3 可知，n=rad（n）·H6，H6∈N。当正整数 n不断增大时，那么根数 rad（n）总趋势也

是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n 趋向于正无穷大时，

根数 rad（n）也趋向于正无穷大。 

对于 n和 rad（n），设 rad 函数ψ（xi，yj）=
)( 1

3
13

2
12

1
111

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

111
3

13
2

12
1

11

sy
s

yyyex
e

xxx

sy
s

yyyex
e

xxx

qqqqpppprad

qqqqpppp








，

xi和 xi均为不小于 1的实数，rad 函数ψ（xi，yj）=
)( 1

3
13

2
12

1
111

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

111
3

13
2

12
1

11

sy
s

yyyex
e

xxx

sy
s

yyyex
e

xxx

qqqqpppprad

qqqqpppp









的情形包含了
)(nrad

n 的情形，即包含了
)( 1

3
13

2
12

1
111

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

111
3

13
2

12
1

11

sh
s

hhhek
e

kkk

sh
s

hhhek
e

kkk

qqqqpppprad

qqqqpppp








的情形。设 z=

ex

e

xxx
pppp 1131211

321   + sy

s

yyy
qqqq 1131211

321   ，因为令ф（z）=
)( zrad

z ，因为

11p ， 12p ， 13p ，…， rp1 ， 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 均为两两互不相同且恒定的素数，因

为连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是连续函
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数，对于 z，必然存在无穷多实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 rad 函数ф（zt）=
)( t

t

zrad

z

=1 或者 2 的有限次幂（t=0，1，2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，

s，…）。那么必然有下列情形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z =

)( 1

1

zrad

z
=1 或 2 的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z =

)( 2

2

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

在 z∈[z0+ε，z2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

在 z∈[z0+ε，z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1 或 2的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

在 z∈[z0+ε，zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1 或 2 的有限次幂。那么 rad 函数ф（z）

=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体特

征是当 z不断增大时，不断有 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z =1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是有

界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的正实

数 F17
′
（1≤F17＜+∞），存在恒定的正实数 E19

′
（1＜E19

′
＜+∞），E19

′
＜F17

′
，使得 z∈[z0+

ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E19
′
≤ф（z）≤F17

′
恒成立。因 rad 函数ф（z）的情形包

含了
)(nrad

n 的情形，那么 n∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E19
′
≤

)(nrad
n ≤F17

′
恒成立。

因 n=rad（n）·H5
′
，H5

′
∈N，那么 E19

′
≤H5

′
≤F17

′
恒成立。 

因 rad（g）≥1，rad（m）≥1，那么这种情形下，不等式 F17·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥n恒成立。 

（9
0
）令 1

11

k
p · 2

12

k
p · 3

13

k
p ·…· rk

rp1 +
hd
=n，这种情形与由前面（iv）中（一）中
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（7
0
）和（8

0
）的情形同理可得出同样的结论。 

（10
0
）令

kq
+ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 =n，这种情形与由（iv）中（一）中（7
0
）

和（8
0
）的情形同理可得出同样的结论。 

（二）对于（2）， rad（n）和 rad（g）均为恒定的值。 

由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 可知，那么 rad（m）不可能为恒定的值。令 b=g=
hd
或

b=g= 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，c=n= vp 或 c=n= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其

中 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1 ， 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 均为素数， wq1 ≠ uq1 （w≠u）；w，

u=1，2，3，…，s。d 和 p 均为大于 1 的正整数， sg1 ≠ tg1 （s≠t）；s，t=1，2，3，…，

e。h， 1h ， 2h ， 3h ，…， sh ，v， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的整数；当 d或 11q ，

12q ， 13q ，…， sq1

 
恒定不变，只是指数变化时； 1h ， 2h ， 3h ，…， sh 非全相等， 1v ， 2v ，

3v ，…， ev 非全相等。p或 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
恒定不变，只是指数变化时；由定理

4.1 和推论 4.1 可知，rad（m）不可能为恒定的值。在此情形下，当正整数 n和 g不断增大

时，由定理 4.2 和定理 4.3 可知，幂差极值 n-max(g)总趋势是随着正整数 n 的不断增大而

不断增大，那么正整数 m总趋势也是随着正整数 n的不断增大而不断增大，当正整数 n不断

增大，而正整数 g 不断减小时，那么正整数 m 也是不断增大。那么根数 rad（m）总趋势也

是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n 趋向于正无穷大时，

根数 rad（m）也趋向于正无穷大。 

对于 m=n-g，总体分为两类进行剖析： 

<1>n 与 g互为奇偶， 

<2>n 和 g均为奇数。 

关于<1>n 与 g 互为奇偶的情形： 

因 n-g 之差中可能会出现公因数，且公因数的根数不变，而公因数可变化 

的情形；总体也分为两类进行剖析： 

①m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均 

为恒定的正整数，（ap+1）与（cp-1）互质，a，b，c，d中任意两两互质； 

或者 m=n-g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   
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-
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N（i=1，2，3，…，

t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化成 W+1 的形式，
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •

3
3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  与
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，cs，d1，d2，

d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de均为恒定的正整

数。 

或者令 m=n-g=
rbpqap )()(  -

rbpqcp )()(  ，r 为自然数，且 a，b，c，p，q均为恒定的

正整数，（ap+q）与（cp+q）互质；a，b，c任意两两互质； 

或者令 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

-
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•

p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p+q）≠（cj•p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，

t），
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b以及 ci和 p及 q均为恒定的正整数。 

或者令与前面四种情形相类似的情形。 

②在 n与 g互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。 

现在开始对（iv）中之（二）之<1>之①和②的情形进行分析： 

在 n与 g互为奇偶的情形下，对于①的情形。 

（1
0
）在 n 与 g 互为奇偶的情形下，总可以令 b=g=

hd
，c=n=

vp ，
vp ＞

hd
，p和 d 互

为奇遇，m+g=n，m=[rad（m）]·H8；当 p和 d恒定不变，只是指数变化时；这种情形下，因

为
1v

v

p

p
＜

2v

v

p

p
＜

3v

v

p

p
＜…＜

)1( ' np

p
v

v

＜ 'np

p
v

v


＜…；由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 以及定理

4.2 和定理 4.3 可知，对于 h

v

d

p
的情形，因为

vp ＞
hd
， h

v

d

p
＞1；那么总存在一个最小值

0

0

h

v

d

p
，

使得
0

0

h

v

d

p
≤ h

v

d

p
。因 hv

v

dP

p


= h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1），设函数 f（x）=

)1( x
x ，x为大于 1的实数，函数 f
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（x）=
)1( x

x 的情形包含了 h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1）的情形，函数 f（x）=

)1( x
x 是连续函数，（ vp ，

hd
）

=1，那么则有
 )(

0

0
lim

h
d

v
p

x

f（x）=
 )(

0

0
lim

h
d

v
p

x
)1( x

x =
00

0

hv

v

dp

p


，

x
lim f（x）=

x
lim

)1( x
x =

x
lim

)1( 


x
x =1，

那么函数 f（x）=
)1( x

x 在 x∈[
0

0

h

v

d

p +ε，+∞-ε]中有界；即存在正实数 E20（1＜E20＜+∞），

存在正实数 F18（1＜F18＜+∞），E20＜F18；使得 x∈[
0

0

h

v

d

p +ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E20

≤f（x）≤F18恒成立。因函数 f（x）=
)1( x

x 的情形包含了 h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1）的情形，那么不等

式 E20≤ h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1）≤F18恒成立。 

其它情形同理。 

所以对于①的情形中的任一情形均与（一）中之（6
0
）中的分析证明情形同理可得出同

样的结论。 

比如：对于 m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均

为恒定的正整数，（ap+1）与（cp-1）互质，a，b，c，d中任意两两互质；根据二项式展开

原则，那么 m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A 中不含有 p 因

子； 

比如：对于 m=n-g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   

-
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N（i=1，2，3，…，

t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），

（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化成 W+1 的形式，
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •

3
3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  与
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，cs，d1，d2，

d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de均为恒定的正整

数；根据二项式展开原则，那么 m=n-g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(  -
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化
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为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpqap )()(  -

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，p，q均为恒

定的正整数，（ap+q）与（cp+q）互质；a，b，c 任意两两互质；根据二项式展开原则，那

么 m=n-g=
rbpqap )()(  -

rbpqcp )()(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

-
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•

p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p+q）≠（cj•p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，

t），
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b 以及 ci和 p 及 q 均为恒定的正整数；根据二项式展开原则，

那么 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  -
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A 中不含有 p因

子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均

为恒定的正整数，（ap±1）与（cp±1）互质，a，b，c，d中任意两两互质；这样的情形中

总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A•
sp 的形式，且

A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N

（i=1，2，3，…，t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p±1）≠（aj•p±1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t），（ce•p±1）≠（cu•p±1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa 

•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  • … •

tr
t pb

t pa
)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，

cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de以及
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pe均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开

原则，总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒

定的正整数，（ap±q）与（cp±q）互质；bp为奇数；a，b，c任意两两互质；这样的情形

中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A• sp 的形式，

且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

-
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p±q）≠（aj•

p±q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p±q）≠（cj•p±q），i≠j（i，j=1，2，

3，…，t），
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )( 

•
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b 以及 ci和 p 及 q 均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无

限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含

有 p因子。 

所以对于（1
0
）这样的情形与（ⅱ）中（一）中（6

0
）的分析证明情形同理可得出同样

的结论。 

在 n与 g互为奇偶的情形下，对于②的情形。 

（2
0
）在 n 与 g 互为奇偶的情形下，n 不为①情形的其它情形。令 b=g=

hd
，c=n=

vp ，

vp ＞
hd
，p和 d 互为奇遇，m+g=n，m=[rad（m）]·H8；当 p和 d恒定不变，只是指数变化

时；这种情形下，因为
1v

v

p

p
＜

2v

v

p

p
＜

3v

v

p

p
＜…＜

)1( '  np

p
v

v

＜ 'np

p
v

v


＜…；由不定方程定理 4.1

和推论 4.1 以及定理 4.2 和定理 4.3 可知，对于 h

v

d

p
的情形，因为

vp ＞
hd
， h

v

d

p
＞1；那么总

存在一个最小值
0

0

h

v

d

p
，使得

0

0

h

v

d

p
≤ h

v

d

p
。因 hv

v

dP

p


= h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1），设函数 f（x）=

)1( x
x ，x为

大于 1 的实数，函数 f（x）=
)1( x

x 的情形包含了 h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1）的情形，函数 f（x）=

)1( x
x

是连续函数，（
vp ，

hd
）=1，那么则有

 )(
0

0
lim

h
d

v
p

x

f（x）=
 )(

0

0
lim

h
d

v
p

x
)1( x

x =
00

0

hv

v

dp

p


，

x
lim f（x）
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=
x

lim
)1( x

x =
x

lim
)1( 


x
x =1，那么函数 f（x）=

)1( x
x 在 x∈[

0

0

h

v

d

p +ε，+∞-ε]中有界；即存

在正实数 E21（1＜E21＜+∞），存在正实数 F19（1＜F19＜+∞），E21＜F19；使得 x∈[
0

0

h

v

d

p +ε，

+∞-ε]中的元素时，不等式 E21≤f（x）≤F19恒成立。因函数 f（x）=
)1( x

x 的情形包含了 h

v

d

p

÷（ h

v

d

p
-1）的情形，那么不等式 E21≤ h

v

d

p
÷（ h

v

d

p
-1）≤F19恒成立。 

对于 m和 rad（m），因 m= vp -
hd
，设 rad 函数ψ（x，y）=

)( yx

yx

dprad

dp




，x，y均为不小

于 1的实数，p
x
＞d

y
，rad 函数ψ（x，y）=

)( yx

yx

dprad

dp




的情形包含了

)(mrad
m 的情形，即包含了

)( hv

hv

dprad

dp




的情形。设 z= xp -

yd
，令ф（z）=

)( zrad
z ，d和 p均为大于 1且互质的正整数，因

为连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是连续函

数，对于 z，必然存在无穷多实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得ф（zt）= )( t

t

zrad

z
=1（t=0，

1，2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情

形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z =

)( 1

1

zrad

z
=1。那么 rad

函数ф（z）=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z = )( 2

2

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，z2-

ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+

ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体
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特征当 z不断增大时，不断有 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z =1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是有

界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的正实

数 F20（1≤F20＜+∞），存在恒定的正实数 E22（1＜E22＜+∞），E22＜F20，使得 z∈[z0+ε，+

∞-ε]中的元素时，不等式 E22≤ф（z）≤F20恒成立。因为 rad 函数ф（z）的情形包含了

)(mrad
m 的情形，那么 m∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E22≤ )(mrad

m ≤F20 恒成立。因

m=rad（m）·H8，H8∈N，那么 E22≤H8≤F20恒成立。又因不等式 E21≤
vp ÷{[rad（m）]·H8}

≤F19 恒成立。所以这种情形下，不管 m 和 vp 以及
hd
如何变化，则有不等式 E21·E22≤

vp

÷rad（m）≤F19·F20恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么这种情形下，不等式 F19·F20·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ vp 恒成立。 

（3
0
）在 n 与 g 互为奇偶的情形下，n 不为①情形的其它情形。令 b=g=

hd
，c=n=

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ， 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ＞
hd
，

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 和 d 互为奇遇，因 m+g=n，当 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

 
和

d 恒定不变，只是指数变化时；这种情形下，因为 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷

（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13
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g ·…· ev

eg1 -1 ） ＜ 1
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eg1 -2 ） ＜ 1
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g ·…· ev
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v
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g ·…· ev

eg1 ÷
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v
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v
g ·…· ev

eg1 -n+1 ） ＜ 1
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g · 2
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v
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v
g ·…· ev

eg1 ÷

（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -n）＜…；由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 以及定理 4.2

和定理 4.3 可知，对于 1

11

v
g · 2
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v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（
hd
）的情形，因为

1
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v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ＞
hd

， 那 么 总 存 在 一 个 最 小 值

01

11

v
g · 02
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v
g · 03
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v
g ·…· 0

1
ev

eg ÷（
0h

d
），使得 01
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v
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v
g · 03
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v
g ·…· 0

1
ev

eg ÷

（
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d
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v
g · 3
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v
g ·…· ev

eg1 ÷（
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）。因 1
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g · 3
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g ·…· ev
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（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -
hd
）= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（
hd
）

÷[ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（
hd
）-1]，设函数 f（x）=

)1( x
x ，x为大于 1的实数，

函 数 f （ x ） =
)1( x

x 的 情 形 包 含 了 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷

（ 1

11
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g · 2

12
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13

v
g ·…· ev

eg1 -
hd
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eg1 ÷（
hd
）

÷[ 1
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v
g · 2
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v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（
hd
）-1]的情形，函数 f（x）=

)1( x
x 是连续函数，

（ 1
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v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，
hd
）=1，那么则有

 )]([ 00
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03
13
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vvv

dggggx 
f（x）

=
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1
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13
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01
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dggggx 
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13
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13
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e

vvv
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e

vvv

dgggg

gggg








，

x
lim f（x）=

x
lim

)1( x
x =

x
lim

)1( 


x
x =1，那么函数 f（x）=

)1( x
x 在 x∈[

0

0
1

03
13

02
12

01
11

h

ev
e

vvv

d

gggg  
+ε，+∞-ε]中有界；即

存在正实数 E23（1＜E23＜+∞），存在正实数 F21（1＜F21＜+∞），E23＜F21；使得 x∈

[
0

0
1

03
13

02
12

01
11

h

ev
e

vvv

d

gggg  
+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E23≤f（x）≤F21恒成立。那么不等

式 E23≤ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -
hd
）≤F21恒

成立。 

故由此可知，这种情形下，不管m和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 以及
hd
如何变化，

不等式 E23≤ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷{[rad（m）]·H9}≤F21恒成立。 

对于 m 和 rad（m），因 m= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -
hd
，设 rad 函数ψ（xi，

y）=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2
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1

11

yex
e

xxx

yex
e

xvxx

dggggrad

dgggg








，xi和 y均为不小于 1的实数， 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1

＞
yd
，rad 函数ψ（xi，y）=

)( 1
3

13
2

12
1

11

1
3

13
2

12
1

11

yex
e

xxx

yex
e

xvxx

dggggrad

dgggg








的情形包含了

)(mrad
m 的情形，即包含

了
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

hev
e

vvv

hev
e

vvv

dggggrad

dgggg








的情形。设 z= 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 -
yd
，令ф（z）

=
)( zrad

z ，因为连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z

是连续函数，对于 z，必然存在无穷多正实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 )( t

t

zrad

z
=1（t=0，

1，2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情

形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z = )( 1

1

zrad

z
=1。那么 rad
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函数ф（z）=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z =

)( 2

2

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+

ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体

特征是当 z不断增大时，不断有 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z =1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是

有界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的正

实数 F22（1≤F22＜+∞），存在恒定的正实数 E24（1＜E24＜+∞），E24＜F22，使得 z∈[z0+ε，

+∞-ε]中的元素时，不等式 E24≤ф（z）≤F22 恒成立。因 rad 函数ф（z）的情形包含了

)(mrad
m 的情形，那么 m∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E24≤ )(mrad

m ≤F22恒成立。因为

m=rad （ m ） ·H9 ， H9 ∈ N ， 那 么 E24 ≤ H ≤ F22 恒 成 立 。 又 因 不 等 式 E24 ≤

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷{[rad（m）]·H9}≤F22恒成立。所以这种情形下，不管 m

和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 以 及
hd
如 何 变 化 ， 则 有 不 等 式 E23·E24 ≤

（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷rad（m）≤F21·F22恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么这种情形下，不等式 F21·F22·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 恒成立。 

（4
0
）在 n 与 g 互为奇偶的情形下，n 不为①情形的其它情形。令 b=g=

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，c=n=
vp ，

vp ＞ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，
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1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 和 p 互为奇遇，因 m+ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 = vp ，

m=[rad（m）]
t
·H10；其中 t为正整数，rad（m）＞rad（H10）。当正整数 n和 g不断增大时，

由定理 4.2 和定理 4.3 可知，幂差极值 n-max(g)总趋势是随着正整数 n 的不断增大而不断

增大，那么正整数 m 总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，当正整数 n 不断增

大，而正整数 g 不断减小时，那么正整数 m 也是不断增大。那么根数 rad（m）总趋势也是

随着正整数 n的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根

数 rad（m）也趋向于正无穷大。 

当 11q ， 12q ， 13q ，…， sq1

 
和 p恒定不变，只是指数变化时；这种情形下，因为

1v

v

p

p

＜
2v

v

p

p
＜

3v

v

p

p
＜…＜

)1( '  np

p
v

v

＜ 'np

p
v

v


＜…；由不定方程定理 4.1 和推论 4.1 以及定理 4.2

和定理 4.3 可知，对于
vp
÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）的情形，因为 vp ＞

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ， 那 么 总 存 在 一 个 最 小 值
0v

p
÷

（ 01
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h
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12

h
q · 03

13

h
q ·…· 0

1
sh

sq ），使得
0v

p
÷（ 01
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h
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13

h
q ·…· 0
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sq ）

≤
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÷（ 1
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h
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sq1 ）。因
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÷（
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sq1 ）-1]，

设函数 f（x）=
)1( x

x ，x 为大于 1 的实数，函数 f（x）=
)1( x

x 的情形包含了
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+ε，+∞-ε]中有界；即

存在正实数 E25（1＜E25＜+∞），存在正实数 F23（1＜F23＜+∞），E25＜F23；使得 x∈
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+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E25≤f（x）≤F23恒成立。那么不等

式 E25≤
vp
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vp
- 1
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h
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sq1 ）≤F23恒成立。 

故由此可知，这种情形下，不管 m和
vp 以及 1
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h
q ·…· sh

sq1 如何变化，
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不等式 E25≤
vp ÷{[rad（m）]·H11}≤F23恒成立。 

对于 m和 rad（m），因 m= vp - 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，设 rad 函数ψ（xi，y）

=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

sx
s

xxxy

sx
s

xvxxy

qqqqprad

qqqqp








， xi 和 y 均 为 不 小 于 1 的 实 数 ， vp ＞

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，这样的情形与由（iv）中（二）中（2）的情形同理可得出

同样的结论。即存在恒定的正实数 F24（1≤F24＜+∞），存在恒定的正实数 E26（1＜E26＜+∞），

E26＜F24，使得不等式 E26≤ψ（xi，y）≤F24 恒成立。因 rad 函数ψ（xi，y）的情形包含了

)(mrad
m 的情形，那么不等式 E26≤ )(mrad

m ≤F24恒成立。因 m=rad（m）·H11，H11∈N，那么 E26≤

H11≤F24恒成立。又因为不等式 E26≤
vp ÷{[rad（m）]·H11}≤F24恒成立。所以这种情形下，

不管 m 和 vp 以及 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 如何变化，则有不等式 E25·E26≤
vp ÷rad

（m）≤F23·F24恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么这种情形下，不等式 F23·F24·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ vp 恒成立。 

（5
0
）在 n与 g互为奇偶的情形下，n不为①情形的其它情形。令 b=g     

= 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，c=n= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ， 1

11

v
g ·      

2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ＞ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 互为奇遇，因为 m+

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 = 1

11

v
g · 2

11

v
g · 3

11

v
g ·…· ev

eg1 ，m=[rad（m）]·H12；其中

H12为正整数。当正整数 n和 g不断增大时，由定理 4.2 和定理 4.3 可知，幂差极值 n-max(g)

总趋势是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那么正整数 m 总趋势也是随着正整数 n 的

不断增大而不断增大，当正整数 n不断增大，而正整数 g不断减小时，那么正整数 m也是不

断增大。那么根数 rad（m）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那么这种情

形下，当正整数 n趋向于正无穷大时，根数 rad（m）也趋向于正无穷大。当 11q ， 12q ， 13q ，…，

sq1

 
和 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1 恒定不变，只是指数变化时；这种情形下，因为

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷ （ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -1 ） ＜
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1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷ （ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -2 ） ＜

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -3）＜…＜

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷ （ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -n+1 ） ＜

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -n）＜…；由不定方程

定理７．２.1 和推论７．２.1 以及定理７．２.2 和定理７．２.3 可知，对于

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）的情形，因为

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ＞ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，那么总存在一个最小值

01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg ÷（ 01

11

h
q · 02

12

h
q · 03

13

h
q ·…· 0

1
sh

sq ），使得

01

11

v
g · 02

12

v
g · 03

13

v
g ·…· 0

1
ev

eg ÷ （ 01

11

h
q · 02

12

h
q · 03

13

h
q ·…· 0

1
sh

sq ） ≤

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）。因 1

11

v
g · 

2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 - 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q · 

…· sh

sq1 ）= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）

÷[ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）-1]，设函数 f（x）

=
)1( x

x ，x为大于 1的实数，函数 f（x）=
)1( x

x 的情形包含了 
1

11

v
g · 2

12

v
g  

· 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 - 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·… 

· sh

sq1 ）= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）

÷[ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷（ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ）-1]的情形，函数

f（x）=
)1( x

x 是连续函数，（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ， 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q · 

…· sh

sq1 ）=1，那么则有
 )]([ 0

1
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1302
12

01
11

0
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13
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01
11

lim
sh

s
hhhev

e
vvv

qqqqggggx 
f（x）= 

 )]([ 0
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1302
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01
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qqqqggggx 
)1( x
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vvv
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gggg








 , 

x
lim f（x）=

x
lim

)1( x
x =

x
lim

)1( 


x
x =1，那么

函数 f（x）=
)1( x

x 在 x∈[
0

1
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01
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0
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12

01
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sh
s

hhh

ev
e

vvv

qqqq

gggg








+ε，+∞-ε]中有界；即存在正实数 E27（1＜
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E27＜+∞），存在正实数 F25（1＜F25＜+∞），E27＜F25；使得 x∈[
0

1
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13
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01
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13
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sh
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ev
e

vvv
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






+ε，

+∞ -ε ]中的元素时，不等式 E27 ≤ f（ x）≤ F25 恒成立。那么不等式 E27 ≤

1
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v
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v
g · 3
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v
g ·…· ev

eg1 ÷ （ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3
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h
q ·…· sh

sq1 ）≤F25恒成立。 

故由此可知，这种情形下，不管 m 和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 以及

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 如何变化，不等式 E27≤ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3
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v
g ·…· ev

eg1

÷{[rad（m）]·H12}≤F25恒成立。 

对于 m和 rad（m），因 m= 1
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v
g · 2
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v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 - 1
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h
q · 2
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h
q · 3
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h
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·…· sh

sq1 ，设 rad 函数ψ（xi，yj）=
)( 1
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




，xi和 yj均

为不小于 1的实数， 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ＞ 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 ，这

样的情形与由（iv）中（二）中（2）的情形同理可得出同样的结论。即存在恒定的正实数

F26（1≤F26＜+∞），存在恒定的正实数 E28（1＜E28＜+∞），E28＜F26，使得不等式 E28≤ψ（x）

≤F26恒成立。因为 rad 函数ψ（xi，yj）的情形包含了
)(mrad

m 的情形，那么不等式 E28≤ )(mrad
m

≤F26 恒成立。因 m=rad（m）·H12，H12∈N，那么 E28≤H12≤F26 恒成立。又因不等式 E27≤

1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ÷{[rad（m）]·H}≤F25恒成立。所以这种情形下，不管 m

和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 以及 1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 如何变化，则有不等

式 E27·E28≤（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷rad（m）≤F25·F26恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么这种情形下，不等式 F25·F26·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 恒成立。 

关于<2>n 与 g 均为奇数的情形： 

这样的情形，总体也分为两类进行剖析： 

①m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均 

为恒定的正整数，a•p 和 c•p 均为偶数，（ap+1）与（cp+1）互质，a，b，c，d中任意两两

互质； 

或者 m=n-g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r
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pa  •…•

tr
t pb

t pa
)(

)1(   
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-
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2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N（i=1，2，3，…，

t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），ai•p 和 ce•p 均为偶数，（ai•p+1）≠（aj•p+1），i≠j

（i，j=1，2，3，…，t），（ce•p-1）≠（cu•p-1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc 

•
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以化成 W+1 的形式，
1

1 )(

1 )1(
r
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•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
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3 )(

3 )1(
r
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pa  • … •

tr
t pb
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)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，

cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de均为

恒定的正整数。      

或者令 m=n-g=
rbpqap )()(  -

rbpqcp )()(  ，r 为自然数，且 a，b，c，p，q均为恒定的

正整数，（ap+q）与（cp+q）互质；a，b，c任意两两互质； 

或者令 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

-
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•

p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p+q）≠（cj•p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，

t），
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b以及 ci和 p及 q均为恒定的正整数。 

或者令与前面四种情形相类似的情形。 

②在 n与 g均为奇数的情形下，n不为①情形的其它情形。 

现在开始对（iv）中之（一）之<2>之①和②的情形进行分析： 

在 n与 g互为奇数的情形下，对于①的情形。 

（6
0
）在 n与 g均为奇数的情形下，对于①和②的情形与（iv）中（二）中（1

0
）至（5

0
）

分析证明的情形同理可得出同样的结论。 

比如：对于 m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均

为恒定的正整数，（ap+1）与（cp-1）互质，a，b，c，d中任意两两互质；根据二项式展开

原则，那么 m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  总可以化为 A•
sp 的形式，且 A 中不含有 p 因

子； 
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比如：对于 m=n-g=
1
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)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，cs，d1，d2，

d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de均为恒定的正整

数；根据二项式展开原则，那么 m=n-g=
1
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3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  总可以

化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpqap )()(  -

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，p，q均为恒

定的正整数，（ap+q）与（cp+q）互质；a，b，c 任意两两互质；根据二项式展开原则，那

么 m=n-g=
rbpqap )()(  -

rbpqcp )()(  总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

-
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p+q）≠（aj•

p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p+q）≠（cj•p+q），i≠j（i，j=1，2，3，…，

t），
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b 以及 ci和 p 及 q 均为恒定的正整数；根据二项式展开原则，

那么 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  -
rbpqpc )(

1 )(  •

rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  总可以化为 A•
sp 的形式，且 A 中不含有 p因

子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpap )()1(  -

vdpcp )()1(  ，r，v均为自然数，且 a，b，c，d，p均
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为恒定的正整数，（ap±1）与（cp±1）互质，a，b，c，d中任意两两互质；这样的情形中

总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A• sp 的形式，且

A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa  •
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  •…• 

tr
t pb

t pa
)(

)1(  +
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •
3

3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  ，ri∈N

（i=1，2，3，…，t），ve∈N（e=1，2，3，…，s），（ai•p±1）≠（aj•p±1），i≠j（i，

j=1，2，3，…，t），（ce•p±1）≠（cu•p±1），e≠u（e，u=1，2，3，…，s），其中
1

1 )(

1 )1(
r

pbpa 

•
2

2 )(

2 )1(
r

pbpa  •
3

3 )(

3 )1(
r

pb
pa  • … •

tr
t pb

t pa
)(

)1(  和
1

1 )(

1 )1(
v

pdpc  •
2

2 )(

2 )1(
v

pdpc  •

3
3 )(

3 )1(
v

pd
pc  •…•

sv
s pd

s pc
)(

)1(  互质；a1，a2，a3，…，at，b1，b2，b3，…，bt，c1，c2，c3，…，

cs，d1，d2，d3，…，ds中任意两两互质，且 ai和 bi以及 p 均为恒定的正整数，ce和 de以及

pe均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开

原则，总可以化为 A• sp 的形式，且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 n=m+g=
rbpqap )()(  +

rbpqcp )()(  ，r为自然数，且 a，b，c，d，p均为恒

定的正整数，（ap±q）与（cp±q）互质；bp为奇数；a，b，c任意两两互质；这样的情形

中总存在无限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A•
sp 的形式，

且 A中不含有 p因子； 

比如：对于 m=n-g=
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(   

-
rbpqpc )(

1 )(  •
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  ，r∈N，（ai•p±q）≠（aj•

p±q），i≠j（i，j=1，2，3，…，t），（ci•p±q）≠（cj•p±q），i≠j（i，j=1，2，

3，…，t），
rbpqpa )(

1 )(  •
rbpqpa )(

2 )(  •
rbpqpa )(

3 )(  •…•
rbp

t qpa )()(  和
rbpqpc )(

1 )( 

•
rbpqpc )(

2 )(  •
rbpqpc )(

3 )(  •…•
rbp

t qpc )()(  互质；a1，a2，a3，…，at，b，c1，c2，c3，…，

ct中任意两两互质，且 ai和 b 以及 ci和 p 及 q 均为恒定的正整数；这样的情形中总存在无

限多的情形，其中任一情形，根据二项式展开原则，总可以化为 A•
sp 的形式，且 A中不含

有 p因子。 

所以在 n与 g 均为奇数的情形下，对于①的情形与（iv）中（二）中（1
0
）至（5

0
）分
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析证明的情形同理可得出同样的结论。 

在 n与 g互为奇数的情形下，对于②的情形。 

在 n与 g均为奇数的情形下，对于②的情形与（iv）中（二）中（9
0
）和（10

0
）分析证

明的情形同理可得出同样的结论。 

（三）对于（3），rad（n）和 rad（m）均为恒定的值，rad（g）不可能为恒定的值。 

这样的情形与（iv）中（二）的情形同理可得出同样的结论。 

（四）对于（4） ，rad（n）为恒定的值，rad（m）和 rad（g）均不为 

恒定的值。 

那么 rad（g）和 rad（m）均是可变的；因 m+g=n，在此情形下，当正整数 n 不断增大

时，正整数 m和 g不可能同时连续不断地减小，那么正整数 m和 g中至少有一个正整数总趋

势也是不断增大。则有如下情形： 

（a）因 rad（n）为恒定的值，rad（m）和 rad（g）均不为恒定的值。对于 m+g= vp ，

或者 m+g= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 。m和 g可互换，令 m＞g。 

（1）c=n= vp 时，正整数 p（p＞1）为常数，v为不小于 1的整数， vp 和 g 互为奇遇；因

m+g=n=
vp ，在此情形下，令 m≥g≥1。那么 1＜

vp ÷m≤2。 

故由此可知，这种情形下，不管 m 和
vp 以及 g 如何变化，不等式 1＜

vp ÷m≤2 恒成

立。 

对于 m 和 rad（m），因 m=
vp -g，在 m＞g的情形下，由定理 4.1 以及推论 4.1 可知，

这种情形下，不可能存在这样的情形：即 1up =q+d， 2up =e+g，u1≠u2，使得 rad（q）=rad

（e）和 rad（d）=rad（g）或者 rad（q）=rad（g）和 rad（d）=rad（e）。设 rad 函数ψ

（x，y）=
)( yprad

yp
x

x




，x 和 y均为不小于 1的实数，

xp ＞y且
xp ÷y≥2，rad 函数ψ（x，y）

=
)( yprad

yp
x

x




的情形包含了

)(mrad
m 的情形，即包含了

)( gprad

gp
v

v




的情形。设 z=

xp -y，令ф（z）=

)( zrad
z ，因为连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=

)( zrad
z

是连续函数，对于 z，必然存在无穷多正实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 )( t

t

zrad

z
=1（t=0，

1，2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情

形： 
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（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z =

)( 1

1

zrad

z
=1。那么 rad

函数ф（z）=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z =

)( 2

2

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z2-ε]中有界。 

（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+

ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体

特征是当 z不断地增大时，不断有 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z =1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z

是有界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的

正实数 F27（1≤F27＜+∞），存在恒定的正实数 E29（1＜E29＜+∞），E29＜F27，使得 z∈[z0+ε，

+∞-ε]中的元素时，不等式 E29≤ф（z）≤F27 恒成立。因 rad 函数ф（z）的情形包含了

)(mrad
m 的情形，那么 m∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E29≤ )(mrad

m ≤F27 恒成立。因

m=rad（m）·H13，H13∈N，那么 E29≤H13≤F27恒成立。又因为不等式 1＜
vp ÷m≤2 恒成立。

所以这种情形下，不管 m和
vp 以及 g如何变化，则有不等式 E29≤

vp ÷rad（m）≤2·F27恒

成立。 

因 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么这种情形下，不等式 2·F27·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥
vp 恒成立。 

（2）c=n= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，其中 1v ， 2v ， 3v ，…， ev 均为不小于 1的整

数， 11g ， 12g ， 13g ，…， eg1

  
为两两互不相同且恒定不变的素数， 1v ， 2v ， 3v ，…， ev
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非 全 相 等 ， 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 和 g 互 为 奇 遇 。 现 在 设 x+y=

1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ；x，y， 1z ， 2z ， 3z ，…， ez 均为不小 1的实数， 1z ， 2z ，

3z ，…， ez 非全相等，令 x≥y≥1。则 1＜（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ）÷x≤2。因

为 m+g=n= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ，在此情形下，令 m≥g≥1。那么 1＜

（ 1

11

z
g · 2

12

z
g · 3

13

z
g ·…· ez

eg1 ）÷m≤2。 

故由此可知，这种情形下，不管 m和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 以及 g如何变化，

不等式 1＜ vp ÷{[rad（m）]·H14}≤2恒成立。 

对于 m和 rad（m），因 m= 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 -g，在 m＞g的情形下，由定

理 4.1 以 及 推 论 4.1 可 知 ， 这 种 情 形 下 ， 不 可 能 存 在 这 样 的 情 形 ： 即

1

11

h
q · 2

12

h
q · 3

13

h
q ·…· sh

sq1 =p+d， 11

11

h
q · 12

12

h
q · 13

13

h
q ·…· sh

sq 1

1 =e+g，h1≠h11或 h2≠

h12或 h3≠h13或…或 hs≠h1s，使得 rad（p）=rad（e）和 rad（d）=rad（g）或者 rad（p）=rad

（g）和 rad（d）=rad（e）。设 rad 函数ψ（xi，y）=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

yggggrad

ygggg

ex
e

xxx

ex
e

xvxx








，xi和 y 均

为不小于 1的实数，rad 函数ψ（xi，y）=
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

yggggrad

ygggg

ex
e

xxx

ex
e

xvxx








的情形包含了

)(mrad
m 的情

形，即包含了
)( 1

3
13

2
12

1
11

1
3

13
2

12
1

11

gggggrad

ggggg

ev
e

vvv

ev
e

vvv








的情形。设 z= 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 -y，

1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 ＞y 且 1

11

x
g · 2

12

x
g · 3

13

x
g ·…· ex

eg1 ÷y≥2，令ф（z）

=
)( zrad

z ，因为连续函数的加减乘除仍是连续函数，由定义 3.2 可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z

是连续函数，对于 z，必然存在无穷多正实数 z0，z1，z2，z3，…，zs，…；使得 )( t

t

zrad

z
=1（t=0，

1，2，3，…，s，…。zi＜zj，i＜j，i，j=0，1，2，3，…，s，…）。那么必然有下列情

形： 

（11）


 0

lim
zz

ф（z）=


 0

lim
zz

)( zrad
z = )( 0

0

zrad

z
=1。


 1

lim
zz
ф（z）=


 1

lim
zz

)( zrad
z = )( 1

1

zrad

z
=1。那么 rad

函数ф（z）=
)( zrad

z 在 z∈[z0+ε，z1-ε]中有界。 

（12）


 2

lim
zz

ф（z）=


 2

lim
zz

)( zrad
z = )( 2

2

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z2-ε]中有界。 
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（13）


 3

lim
zz

ф（z）=


 3

lim
zz

)( zrad
z = )( 3

3

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

z3-ε]中有界。 

┇ 

（1s）


 szz
lim ф（z）=


 szz
lim

)( zrad
z = )( s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+ε，

zs-ε]中有界。 

（1s+1）


 1

lim
szz

ф（z）=


 1

lim
szz

)( zrad
z = )( 1

1





s

s

zrad

z
=1。那么 rad 函数ф（z）=

)( zrad
z 在 z∈[z0+

ε，zs+1-ε]中有界。 

┇ 

故由上述情形可知，rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是具有一定规律性变化的连续函数，具体特

征是当 z不断增大时，不断有 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z =1；那么 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 是有

界函数；则 rad 函数ф（z）=
)( zrad

z 为 z∋[z0+ε，+∞-ε]中的有界函数。即存在恒定的正实

数 F28（1≤F28＜+∞），存在恒定的正实数 E30（1＜E30＜+∞），E30＜F28，使得 z∈[z0+ε，+

∞-ε]中的元素时，不等式 E30≤ф（z）≤F28恒成立。因 rad 函数ф（z）的情形包含了
)(mrad

m

的情形，那么 g∈[z0+ε，+∞-ε]中的元素时，不等式 E30≤ )(mrad
m ≤F28恒成立。因为 m=rad

（m）·H14，H14∈N，那么 E30≤H14≤F28恒成立。又因不等式 1＜
vp ÷{[rad（m）]·H14}≤2恒

成立。所以这种情形下，不管 m和 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 以及 g如何变化，则有不

等式 E30≤（ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 ）÷rad（m）≤2·F28恒成立。 

因 rad（n）≥1，rad（g）≥1，那么这种情形下，不等式 2·F28·rad（n）·rad（m）·rad

（g）≥ 1

11

v
g · 2

12

v
g · 3

13

v
g ·…· ev

eg1 恒成立。 

（b）因 rad（m）和 rad（g）均不为恒定的值。对于 m+g=
vp ，或者 m+g=

1

11

v
g · 2

11

v
g · 3

11

v
g ·…· ev

eg1 。m 和 g 可互换，不妨令 g≥m，这样的情形与（a）中（1）

和（2）的情形同理可得出同样的结论。 

（五）对于（5） ，rad（m）为恒定的值，rad（n）和 rad（g）均不为恒定的值； 

当正整数 n 和 g 不断增大时，由定理 4.2 和定理 4.3 可知，n-max(m)总趋势是随着正

整数 n 的不断增大而不断增大，那么正整数 g 总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断
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增大，当正整数 n不断增大，而正整数 m不断减小时，那么正整数 g也是不断增大。那么根

数 rad（g）总趋势也是随着正整数 n的不断增大而不断增大，那么这种情形下，当正整数 n

趋向于正无穷大时，根数 rad（g）和根数 rad（n）也趋向于正无穷大。因 n÷n=1，那么
n

lim  

（n）÷ 
n

lim  （n）=1。由引理６．２.3 可知，n=rad（n）·H15，H15∈N。当正整数 n不断

增大时，那么根数 rad（n）总趋势也是随着正整数 n 的不断增大而不断增大，那么这种情

形下，当正整数 n 趋向于正无穷大时，根数 rad（n）也趋向于正无穷大；而 n÷{[rad

（n）]·H15}=1 恒成立。 

对于 n和 rad（n），任一
)(nrad

n 总与前面 rad（n）不为恒定数值的所有情形中某一 rad

函数图象中的某一函数值相对应。故仍然可得出同样的结论。 

（六）对于（6），rad（g）为恒定的值，rad（n）和 rad（m）均不为恒定的值； 

这种情形中既然有 rad（n）不为恒定的值。那么这种情形与（iv）中（五） 

中的情形同理可得出同样的结论。 

（七）对于（7），rad（m）和 rad（g）以及 rad（n）均不为恒定的值。 

那么 rad（g）和 rad（m）以及 rad（n）均是可变的；因 g+m=n，在此情形 

下，当正整数 n不断增大时，正整数 m和 g不可能同时连续不断地减小，那么正整数 m和 g

中至少有一个正整数总趋势也是不断增大。这种情形中既然有 rad（n）不为恒定的值。那么

这种情形与（iv）中（五）中的情形同理可得出同样的结论。 

综上（i）和（ii）以及（iii）和（iv）一般化的情形所述，说明对于∀ε＞0,存在常

数 kε＞0，并对于任何三个满足 a+b＝c 以及 a 和 b 互质的正整数 a，b，c；则有：

kε·rad(a·b·c)
1+ε

＞c。其中 rad(a·b·c)表示(a·b·c)中无重复质因数的积。 

 

本文文字叙述力求通顺，定理证明力求详细，使其通俗易懂，便于自学。由于我们水

平有限，不妥之处在所难免，希望广大读者批评指正。本文主要由王洪同志执笔编写，申

学勤，胡波，谭谟玉，彭晓等同志参加了部分编写和修改工作。 
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